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序 言 


”我 们 伟大 拘 祖 国 , 为 了 怪 早 实现 四 个 现代 化 的 宏伟 大 业 ， 
需要 洁 谣 文 批 叉 红 又 专 的 、 具 有 高 度 文化 修养 和 现代 科学 知 
识 的 工业 大 军 、 农 业 大 军 、 笠 技 大 军 、 文 化 大 军 和 国防 大 军 。 这 
是 一 顷 择 罕 全 体 人 民 面 前 的 极为 艰巨 的 任务 。 人 才 的 培养， 
基 珊 在 赦 育 。 然 而 , 目前 我 加 每 年 只 可 能 吸收 纺 小 一 部 分 中 学 
毕业 生 进入 高 等 院 校 深造 ， 火 指 已 经 走 上 或 将 要 走 上 各 种 工 
作 岗 位 的 千 千 万 万 青年 人 ， 都 迫 其 要 求学 习 现代 科学 基础 知 
识 , 以 适应 新 时 期 新 长 征 的 需要 。 所 以 ,在 办 好 畜 等 院 校 的 同 
时 ， 还 应 尽量 为 那些 不 能 逢 入 大 学 或 无 法 离职 进入 大 学 的 表 
年 提供 良好 的 业余 学 习 条 件 。 为 此 ,上 海 科学 技术 出 版 社 编 加 
出 版 < 大 学 革 础 数学 自学 丛书 y、& 大 学 础 物理 自学 共 蔬 > 和 
< 大 学 基础 化 学 自学 从 世 ?。 

4 大 学 基础 数学 自学 丛书 > 贞 我 们 负责 主编 ， 由 北京 大 学 
和 北京 师范 大 学 数学 系 有 关 教 师 执笔 编写 。 包括 《一 元 函 款 
微分 学 ?、* 一 元 函数 积分 学 >、《 多 元 桓 数 微 积分 >,< 级 数 >、< 室 
间 解 六 几何 >、< 高 等 代数 >、《 复 变 函 数论 基础 >、《* 常 微分 方程 
基础 >、 《概率 论 与 数 吾 统计 基础 >、< 微 分 儿 何 基础 ,< 有 限 数 
学 引 论 » 等 共 十 一 种 ,可 供 具有 相当 于 高 中 文化 程度 、 有 起 
自学 大 学 阔 学 课程 的 广大 次 者 使 用 。 

本 < 从 书 > 是 一 套 大 学 基础 课 的 自学 读物 , 与 中 学 程度 的 
《数理 屁 自 学 只 书 ? 相 衔接 。 为 了 使 自学 读者 在 没有 救 师 讲课 
的 条 件 下 该 懂 、 学 好 ,其 内 容 选 取 和 编排 不 同 于 一 般 的 大 学 课 


本 。 文 字 扔 述 用 讲课 的 形式 书写 ; 概念 引入 尽量 从 具体 的 、 通 
俗 的 地 方 入 手 ,逐步 深入 ; 内 容 笑 大 抓 住 重点 , 讲 深 讲 话 。 为 
了 对 读者 解 题 有 所 启发 ,项 固 所 学 的 基础 知识 等 , 文中 举 有 较 
多 的 例题 ; 几 信 计 访 者 容器 发 生 困难 的 地 方 , 尽量 给 予 必要 的 
分 析 。 习 题 、 例 题 均 按理 分 节 安 排 ， 书 后 附 有 妃 题 等 案 或 提 
示 。 每 册 之 首都 有 编者 的 话 , 指导 读者 自学 全 书 。 总 之 , 起 尽 
可 能 减少 自学 中 的 困难 。 

自学 , 时 间 总 比 在 技 学 习 紧 每 多 。 机 商学 有 成 就 , 没什么 
“ 诀 宅 如果 有 的 话 , 那 就 是 “多 思考 , 多 练习 , 熟 能 生 巧 "。 

学 习 必须 从 自己 的 实际 水 平 出 发 ， 学 每 本 书 要 有 一 定 的 
基础 。 选读 顺 贱 可 根据 编者 的 话 的 指导 进行 。 有 记者 , 事 况 
上 成。 希望 广大 赎 者 循序 匠 进 、 和 持之以恒. 条 而 不 含 地 学 可。 愿 
天 家 芍 力 学 好 。 

< 从 书 » 编审 过 程 中 得 到 了 北京 大 学 数学 系 . 北京 师范 大 
学 纱 学 系 和 北京 师范 学 院 数学 系 领导 的 大 力 支 持 ， 许 多 同志 
参加 了 提纲 .样稿 的 讨论 ， 并 轰 供 了 宝贵 的 意见 ! 编 报 者 和 审 
稿 人 为 从 书 * 付 其 了 广 间 的 劳动 ， 谨 此 一 并 致谢 。 

由 于 《丛书 > 编写 和 出 版 的 时 间 仓 促 , 难 尘 有 矶 点 和 错误 
希望 读者 不 吝 赐 教 ! 


江 泽 满 赵 慧 广 
于 北京 大 学 条 南 园 ”于 北京 师范 大 学 工 五 楼 
1980 年 1 月 


编者 的 话 


本 书 共 分 三 章 , 第 一 章 讲 述 多 元 和 函数 微分 学 , 第 二 、 三 章 
诺 述 多 元 函数 积分 学 与 场 论 。 在 讲法 上 ,尽量 以 几何 图 象 和 
物理 现象 为 依据 , 力图 做 到 直观 易 懂 , 揭示 概念 的 实质 , 而 不 
过 分 追求 逻辑 上 的 严格 性 例如 微分 和 旅 度 摄 念 就 是 在 这 一 
思想 指导 下 , 梁 用 了 与 传统 书 上 不 同 的 讲法 ， 在 内 容 的 选取 
上 ,力图 做 到 多 而 不 杂 , 能 为 进一步 学 习 营 通 胸 理 、 复 变 衣 数 、 
概率 论 ,数理 方 各 等 混 程 提供 必要 的 基础 知识 ， 田 外 ,考点 到 
多 元 微 积分 现代 化 的 趋势 ， 使 读者 对 这 方面 有 所 了 解 ， 我 们 
用 一 节 的 篇 幅 介 绍 了 向 量 旬 积 及 外 微分 形式 这 两 个 内 容 的 大 
概 . 

在 编写 连 程 中 ,考虑 到 恋 考 自学 的 方便 , 书 中 配 有 大 重合 
题 , 通过 例题 选 一 步 说 明报 念 及 做 题 的 方法 技巧， 在 各 府中 
都 设置 了 一 定 教 量 的 习题 ， 并 在 书 末 阶 有 它们 的 绝 六 部 分 答 
案 , 供 读者 自我 核对 参考 . 

本 书 编写 过 程 中 得 到 了 吴 当 大 、 姚 重臣 、 张 请 多 等 同志 
的 帮助 , 圭 此 表示 赔 谢 . 

由 于 作者 水 平 有 限 ,加 之 编写 时 间 仿 促 , 书 中 不 先 有 些 错 
误 和 缺 卡 ,， 居 切 希望 读者 批评 指正 ， 


方 企 惑 1979 年 5 月 
于 北京 天 学 数学 力学 系 


席 
编者 的 话 
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多 元 函数 的 微分 学 


读者 学 了 一 元 本 数 微 积分 以 后 ， 一 定 会 感到 微 积分 并 不 
神秘 ; 相反 , 微 积分 中 的 许多 主要 极 念 都 是 有 很 强 的 实际 背景 
的 ， 例 如 , 人 们 为 了 求 质点 的 骨 时 速度 和 曲线 的 切线 , 才 引 进 
导数 与 微分 的 概念 ， 虽然 导出 概念 时 , 经 过 人 们 抽象 思维 的 
加 工 ,次 想 出 了 "极限 ”这 一 无 限 过 程 ,但 这 也 是 人 们 在 做 了 大 
量 近 似 计算 的 基础 上 , 逐渐 地 产生 出 来 的 一 种 想法 , 即 , 从 无 
限 变化 的 趋势 中 , 确定 出 有 限 的 极限 值 , 也 就 是 从 近似 值 的 变 
化 萄 势 中 ,确定 出 要 求 的 准确 值 . 

同样 , 读者 也 一 定 会 感到 微 积分 并 不 抽象 ; 相反 , 它 的 应 
用 非常 广泛 , 非常 有 效 ， 例 如 , 初等 数学 中 需要 运用 很 高 技巧 
才能 解决 的 极 值 问题 ， 用 了 微分 方法 就 可 轻而易举 地 获得 解 
决 . 而且 被 积分 给 求 极 什 . 求 而 积 和 体积 等 问题 提供 了 一 种 
瞩 简 便 易 行 .又 十 分 有 效 的 方法 , 解决 了 初等 数学 所 无 法 解决 
的 问题 ， 微 积分 在 它 问世 初期 ,其 威力 曾 使 人 们 感到 惊异 ; 在 
当代 , 微 积分 仍 是 一 个 有 力 的 数学 工具 ， 

但 是 ， 如 果 我 们 的 学 习 只 停留 在 一 元 微 积 分 阶段 是 很 不 
够 的 , 因为 真正 的 实际 问题 是 相当 复杂 的 , 所 含 的 变量 不 止 两 
个 , 而 是 有 好 多 个 ; 诸 变 量 之 间 的 函数 关系 也 不 里 一个, 也 是 
有 好 几 个 .这 就 需要 涉及 到 多 个 自 变量 的 西数 ， 如 厂房 设计 
时 , 当 厂 房 的 结构 和 强度 要 求 已 确定 的 情况 下 , 怎样 选取 柱 和 
梁 的 尺寸 ,使 所 用 的 材料 最 省 呢 ? 多 要 钢筋 , 固然 可 以 保证 柱 
和 梁 的 强度 要 求 , 但 这 不 符合 少 花 钱 多 办 事 的 精神 ; 铜 简 配 得 


过 少 ,只 要 其 中 一 根 柱 和 梁 的 强度 不 合 要 求 , 三 房 就 有 个 更 竟 
危险 .怎样 做 到 既 符 合 强度 娶 求 , 又 使 材料 最 涯 呢 ? 在 进行 这 
个 具体 问题 的 分 析 时 ， 厂 房 的 每 一 根 柱 和 梁 ， 或 每 一 组 柱 和 
荣 , 它们 断面 的 两 个 尺 十 都 看 成 是 让 变量 ， 这 样 , 对 一 般 中 型 
的 厂房 米 说 , 就 有 几 十 个 自 变 量 . 我 们 的 问题 , 就 是 要 求 出 所 
思 材 料 与 所 有 柱 和 梁 断 面 尺 寸 的 阔 数 关系 ， 以 及 每 一 根 柱 和 
梁 的 强度 与 所 有 柱 和 梁 断 面 尺寸 的 函数 关系 ， 然 后 在 后 者 的 
强度 被 得 到 满足 的 条 从 下 求 出 前 者 的 材料 函数 的 最 小 值 ， 辐 
时 也 要 求 达到 这 个 极 小 值 时 各 往 、 梁 的 具体 汤面 尺寸 , 从 而 作 
为 设计 的 依据 ， 象 这 类 景 优化 问题 在 实践 中 到 处 都 会 过 到 ， 
所 以 ， 必 须 研 究 了 多 个 变 基 函数 的 微分 与 积分 才能 使 微 积分 
成 为 解决 实际 问题 的 得 力 械 具 . 

本 章 在 一 元 函数 微分 学 的 基础 上 ， 讨 论 多 元 函数 的 微分 
法 及 其 应 用 . 讨论 时 以 二 元 函数 为 主 ， 因 为 由 一 元 函数 进入 
到 二 元 函 元 时 会 产生 一 些 质 的 不 同 ， 如 一 元 函数 中 有 单调 的 
概念 , 二 元 函数 就 没有 简单 的 相仿 概念 ,内 以 一 元 画 数 的 内 容 
有 些 不 能 推广 到 多 元 函数 ,有 些 虽 然 可 以 推广 到 多 元 函数 , 这 
时 也 会 出 现 一 些 与 一 元 函数 不 同 的 新 问题 但 从 二 元 、 三 学 
函 数 到 自 变 量 个 数 较 多 的 函数 时 就 设 有 什么 本 质 上 的 不 同 ， 
其 困难 主要 是 由 于 直 变 量 个 赦 增 加 引起 的 ， 这 些 困难 已 不 局 
于 分 析 性 质 的 ,而 是 属于 代 孝 和 斤 何 性 质 的 .因此 ,只 要 有 了 
处 理 二 元 .三 元 函数 的 分 析 概念 和 方法 , 再 配合 一 些 其 它 的 代 
数 和 几何 知识 ， 也 就 不 难 掌握 多 元 函 元 理论 的 各 种 近代 应 用 
了 。 


第 一 节 ”多 元 函数 的 概念 


1 区域 


为 了 讨论 二 元 函数 的 定义 域 ， 我 们 先 介绍 平面 区 域 的 概 
念 。 在 讲 一 元 函数 时 , 我 们 称 满足 不 等 式 4<m<? 的 点 名 的 
全 体 为 开 区 间 ， 称 满足 不 等 式 sa<x<l 的 点 的 金 体 为 周 区 
间 , 相应 地 在 平面 上 有 开 区 域 和 陆 区 域 的 概念 。 相应 于 直线 
上 的 半 开 半 闭 区 问 ,我们 也 可 以 讲 平面 上 的 非 开 非 闭 区 域 , 但 
由 于 这 种 情况 很 少 遇 到 《除非 是 人 为 地 去 定义 则 这样 一 些 点 
集 ), 我 们 就 不 讨论 它 ， 下 面 我 位 只 讨论 开 区 域 和 闭 区 域 . 

把 满足 不 等 式 吧 十 名所 形 (注意 ， 这 里 是 严格 “小 于) 
芍 点 (%, 巷 的 全 体 记 作 卫 , 显然 疙 是 平 醒 上 与 需 点 的 距离 小 于 
吾 的 点 (zw, 维 的 全 体 ， 即 是 以 原点 为 问心 以 司 为 半径 的 开罗 
《图 二 1)， 固 石 不 含有 边界 点 ， 所 以 是 一 个 开 区 域 ， 著 九 
表示 满足 不 等 式 ?十 PB? (注意 ,这 里 是 “小 于 或 等 于 号) 
的 访 tt, 切 的 全 体 , 则 马 是 以 原点 为 国 心 以 下 为 半径 的 阅 圈 
(图 二 23, 因 卫 合 有 全 部 边界 点 ,所 以 它 是 一 个 闭 区 域 . 


各 
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若 必 表示 辕 时 满足 不 等 式 5<2<5 和 co<g<8 的 版 人， 
巷 的 斜体 ， 则 DD 是 一 个 开 算 形 (图 二 9， 它 不 含有 一 个 边界 
点 ， 所 以 是 开 区 域 ， 车 DD 表示 同时 满足 不 等 式 g<2<st 和 
CYSa 的 点 (4 欣 的 全 体 ， 则 号 是 一 个 闭 和 矩形: 图 二 区 它 
包含 全 部 志 界 点, 所 以 是 闭 区 域 . 
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13 图 1 


如 号 表示 同时 满足 不 等 式 0<z<1 和 10<4y<z 的 点 (%， 
级 的 全 体 , 要 和 弄 清 卫 表 示 的 是 什么 区 域 ， 我 们 先 分 别 考察 每 
一 个 不 等 式 表 示 的 是 什么 区 域 ， 第 一 个 不 等 式 0<w<1, 表 
示 的 是 介 于 直线 z=0 和 z=1 之 间 的 一 条 开 带 子 (图 1- 中; 
第 二 个 不 等 式 0<y<%， 表示 的 是 介 于 直线 y=0 和 y=% 之 
闻 的 一 个 开 角 (图 1-6), 作为 它们 的 公共 部 分 卫 , 就 是 一 个 开 
的 三 角形 (图 1-7), 因 它 不 食 边 界 点 ,所 以 是 开 区 域 . 

车 隔 表 示 同 时 满足 不 等 式 0<z<1, 0&y<wm 的 点 的 全 
体 , 则 它 基 一 个 闭 的 三 角形 ( 隅 荆 8), 因 它 含有 全 部 边界 点 ， 
所 以 是 闭 区 域 . 

车 了 表示 同时 满足 木 等 式 0<z<I 和 0<y<1-w 的 点 
人 妇 的 全 体 ， 如 上 一 样 讨论 ， 可 知 它 是 一 个 开 区 域 ( 图 
外， 车 万 表示 满足 不 等 式 D<a<D 0<y<1 的 点 《% 内 
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的 全 体 , 则 它 是 一 个 闭 区 域 (图 i-10). 
车 了 表示 同时 满足 不 等 或 6>0, gy>0, zty<1 的 点 
(的 的 全体 , 第 一 个 不 等 式 表示 的 基 右 半 开 平面 ， 钙 二 个 不 
等 式 者 示 的 是 上 半 开 平 抽 ， 第 二 个 不 牧 式 5+9g<IT 即 <I 
一 gw, 表示 的 是 直线 9= 工 ~ 其 下 的 半 开平 面 (图 二), 作为 
三 者 的 公 闪 部 分 D, 仍 是 图 1-9 中 所 表示 的 开 区 域 ， 同 再 了 D 
同时 满 是 <>0, yz 和 gy 志 1 的 点 集 表示 的 是 图 1-10 中 所 
， 表示 的 闭 区 域 
可 见 ， 平 面 上 的 开 区 域 条 
> 区 域 区 比 直 线 上 的 开 区 间 和 闭 区 
和 闻 复 杂 得 多 ， 它 可 以 有 各 种 各 梯 
% 的 形状 ， 而 且 同 -个 区 域 可 以 有 
re 儿 种 表示 式 ， 我 们 仅 举 了 几 个 很 
SS 特殊 的 区 域 ， 述 可 以 举 出 许 许多 
| AAA、 多 开 区 域 和 闭 区 域 的 例子 , 如 了， 
图 1 1 十 扫 世 十 ee， 这 时 卫 是 全 平面， 
因 全 平面 没有 边界 点 ， 我 们 可 以 说 D 包含 了 全 部 边界 点 ， 也 
可 以 说 也 不 含 迪 界 点 ， 所 以 刀 噬 是 团 区 域 也 是 开 区 域 , 这 是 
唯一 具有 两 重 性 的 区 域 , 此 外 再 也 找 不 出 一 个 平面 区 域 , 它 只 
是 闭 区 域 又 是 开 区 域 。 又 如 力 满足 0<o2 十 彤 < 十 co 的 点 
集 , 它 表示 陈 去 原点 的 平面 , 因原 点 是 刀 的 边界 点 不 属于 了 
所 以 了 是 开 区 域 . 
以 后 我 们 把 开 区 域 简称 为 区 域 ， 半 区 域 理解 成 区 域 加 上 
它 的 全 部 边界 ， 由 上 面 区 域 的 例 于 可 以 着 出 ， 一 个 区 域 卫 具 
有 下面 两 个 特性 , 第 一 ,车 4 点 属于 区 域 D, 则 总 可 以 取 充 分 
小 的 正 数 3>0 为 半径 ， 以 盖 为 回 心 作 一 开 回 , 使 此 开 丽 全 部 
属于 D; 第 二 , 若 4, 也 是 区 域 万 内 任意 两 点 ， 风 总 可 以 作 一 
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图 1-12 


位 于 区 域 履 内 的 折线 联接 4, 卫 商 虚 ( 见 图 12)， 

从 理论 上 来 说 ,我们 把 这 两 个 性 质 作为 区 域 的 定义 , 也 就 
是 说 ,， 凡 平 面 点 集 卫 满足 上 述 两 条 性 质 , 则 称 卫 是 区 域 ， 满 
吓 第 一 答 性 质 , 说 明 集 合 也 没 有 边界 点 ; 满足 第 二 条 性 质 , 说 
明 集 合 司 是 运通 的 。 着 把 卫 以 外 部 分 看 成 海洋 ， 卫 是 海洋 
中 的 岛屿 ,出 必 只 是 一 个 岛屿 ,不 是 群岛 ， 


习 是 一 


1. 下 面 集合 避 是 区 域 还 是 半 区 域 ?并 一 出 卫 的 图 形 . 


1) 


a 


nD: 
D. 
Do; 
D: 
D: 
Td; Ea 

: >l, bE Yi 
,了 D。 是 平面 区 域 , DD 表亲 它们 的 公共 部 分 , 记 作 


0 0 史上 十 妇 生 ;人 
or0 s+ 办 
人 
2 系 
eyel; 他 
TX 二 1; 站 


D=DN Ds, 


间 尹 是 否 为 一 区 域 
3. 车 卫 中 任意 两 总 的 联 线 也 属 ]j- D, 则 称 避 是 旧 区 域 . 


设 万 是 平 而 凸 区 域 ,证 明 ， 
DBD- NDy 
也 是 怠 多 域 . 
， 问 下 列 区 域 是 否 为 中 区 坡 ， 
工 卫 rz 有 丰富 +L; 
EA 
3) D. slpils 
4) Dl; 


a 


i. 名” ”本数 的 定义 


我 们 先 回顾 一 下 一 元 函数 揭 定 义 ， 当 变量 ”在 其 变化 范 
国内 了 定 一 个 值 以 后 , 总 有 唯一 的 y 什 与 其 对 应 , 则 称 变量 y 
是 变量 “的 函数 . 关于 这 个 定义 我 们 要 指出 两 点 ， 第 一 ,“ 有 
唯一 的 y 公 与 其 对 应 "中 的 唯一 两 字 , 表示 我 们 贡 定 义 的 阔 数 
是 单 值 函 数 , 对 于 每 一 个" 值 , 只 有 一 个 % 的 值 与 其 对 应 .但 
这 次 不 能 把 它 与 一 一 对 应 "混淆 起 米 ， 因 一 一 对 应 是 指 不 同 
的 >， 有 不 同 的 Yy 值 与 其 对 应 ， 如 在 XE( 一 00, 十 0) 时 gy 三 1 
荐 单 值 吓 数 , 但 不 是 一 一 对 应 的 肖 数 ， 第 二 ,“ 有 了 瞧 一 的 y 值 
与 其 对 应 ”中 的 对 应 两 字 , 是 函数 定义 的 核心 ， 通 常 以 为 有 了 
公式 才 有 函数 , 这 是 一 种 错觉, 说 到 底 都 是 有 了 对 应 关系 才 有 
函数 .如 考察 单位 加 内 圆心 角 与 其 所 张 的 茧 长 有 确定 的 对 成 
关系 , 当 图 心 角 一 定时 , 其 所 张 的 弦 之 长 也 随 之 抽 定 , 我 们 就 
抱 圆 心 角 指 一 半 (2) 与 其 所 张 驴 长 前 一 半 (00) 之 癌 的 对 应 关 
系 , 用 符 导 记 为 sin, 这 样 就 产生 了 -个 公式 y= sz 当 这 个 
公式 使 用 千 万 次 以 后 , 就 会 有 一 种 本 未 个 置 的 错觉 ,似乎 先 有 
公式 后 才 有 正弦 函数 . 事实 上 把 正 落 画 数 扩充 到 性 意 角 , 也 
是 先 规定 单位 园 上 转注 半径 与 水 平 轴 的 夹 角 (zw) 与 转动 半径 
端点 纵 华 标 ( 骨 之 闻 的 对 应 关系 ， 这 个 对 应 关系 仍 用 记号 sin 


来 者 示 , 如 果 事 先 不 指明 ^ 与 9 之 问 的 对 应 关系 , 符号 sin 也 
就 会 变 得 层 灶 不 清 ， 所 以 确切 地 说 ,公式 是 对 应 关系 的 符号 

下 商 我 们 给 出 二 元 函数 的 定义 ， 

定义 ” 设 在 某 一 变化 过 程 中 有 三 个 变量 xz, 9 和 2 对 于 
变量 入 y 在 其 变化 范围 内 取 定 的 每 一 组 值 ， 总 有 变量 * 的 一 
个 值 与 其 对 应 , 则 称 变量 : 是 变量 >, Y 的 二 元 函数 , 记 作 

2=f (%, Y). 

其 中 人 8 电 做 自 变量 ，z 划 化 四 变量 ,，%，y 取 慎 范围 叫 数 函 
数 的 定义 城 - 

【 例 1 圆柱 体 的 体积 上 和 它 药 席 半 径 刁 ， 高 五 之 癌 
具有 关系 式 : 


V=wR1, 
当 瑟 , 五 取 定 一 组 正 数 值 时 ， 由 上 面 公式 总 有 六 的 一 个 值 与 
其 对 应 ， 记 以 按 二 元 函数 的 定义 ， 玉 是 吾 二 的 一 个 二 元 函 
数 , 函数 的 定义 域 为 : 


R>0, H>0., 

【 策 引 在 一 密封 入 有 活塞 的 容器 内 充满 芍 一 定 质量 的 
气体 , 设 该 气体 的 体积 为 ,压强 为 了 ,绝对 温度 为 全 , 则 根 
氮气 体 方程 知 ， 

Py 一 RT (本 为 一 党 数 ). 

这 个 方程 党 诉 我 们 变量 卫 , ,了 之 间 的 依赖 关系 , 至 于 
选取 那 两 个 变量 作为 和 变量 , 完全 以 所 讨论 的 问题 来 确定 .入 
如 欲 研 究 体积 六 对 压强 了 和 温度 了 的 恢 球 关系 ， 我 们 就 把 
上 , 卫 看 作 自 变量 , 这 时 王 就 是 己 , 了 的 二 元 函数 ， 


这 个 函数 的 定义 域 为 : 
PP>0, TPT, 
其 中 Ds 是 该 气体 的 液化 点 . 
[全 多 | 她 十 久生, 
0， 0 十 归 一 0 
对 平面 上 任意 一 点 (5, 纺 ,， 著 吉 +9P 交 0， 则 有 什 z=zy/ 
《2 十 8 站 与 其 对 应 , 若 民 + 护 0,， 则 有 ?一 0 与 其 对 应 ， 所 以 
很 据 散 数 的 定义 ，z 是 4，Y 的 一 个 二 元 画 数 , 定义 域 为 全 平 
面 ， 如 果 你 觉得 它 不 是 一 个 二 元 函数 或 它 是 两 个 二 元 函数 ， 
这 说 明 你 对 定义 的 理解 还 不 适 ， 还 不 普 于 从 定义 出 发 去 考察 
问题 ， 古 是 任 某 种 习惯 成 见 出 发 考察 问题 ， 
要 判断 变量 是 否 是 变量 % gy 的 函数 ， 只 看 它们 之 间 是 
否 有 对 应 关系 (根据 这 个 对 应 关系 ， 当 变革 z，y 给 定 一 组 值 
后 ,就 能 定 出 z 的 什 ), 车 存在 这 种 对 应 关系 ,我 们 就 可 以 说 x 
是 2, y 的 阔 数 .至 于 这 个 对 应 关系 是 什么 形状 , 是 如 售 表 达 
出 来 的 , 浮 数 定义 并 不 要 求 , 也 不 能 作为 我 们 独断 大 不 是 函数 
的 依据 ， 如 例 3 中 > 与 全 平面 上 的 点 人 胡 有 确定 的 对 应 关 
系 , 这 对 应 关系 在 原点 和 非 原点 处 表达 形式 基 不 同 的 ,但 这 并 
不 影响 它 是 一 个 二 元 函数 、 
例如 3=D (0 为 常数 )， 
我 们 可 以 说 它 是 一 个 g 的 二 元 生 数 ,因为 对 于 变量 zg 的 
每 一 组 值 , 都 让 z- O 这 个 亿 与 之 对 应 , 这 十 一 种 确定 的 对 应 
美 系 ， 按 函数 定义 , ?=C 是 一 个 四 8 的 二 元 函数 ， 它 的 定义 
域 为 全 平面 。 当 然 我 们 也 可 以 说 z= 是 一 个 三 元 阔 数 ,甚至 
元 函数 . 
又 如 有 一 个 一 元 函数 


一 10 一 


全 一 了 (EC) (ac<r<h), 


假如 我 们 在 区 域 DD. 


QE y+ 


上 来 看 的 话 , 它 就 是 区 域 D 上 的 一 个 二 元 函数 ， 因 为 对 于 区 
域 冯 中 每 一 组 值 4, 幻 , 我 们 让 4 一 o) 与 之 对 应， 这 是 一 种 
确定 的 对 应 关系 ， 所 以 wk= 了 (四 是 mo 4 的 一 个 二 元 函数 ， 它 
的 定义 域 是 卫 ， 当 然 我 们 也 可 内 说 ,， 它 是 三 维 空间 区 域 . 
C<dl< 与 一 co<g< 二 oo 与 一 co<2z< 十 o 上 的 三 元 函数 ， 
或 某 一 n 维 空间 区 域 上 的 w 元 函数 . 


3. 


~ 


习 题 二 
问 下 列表 达 臣 是 否 是 "、b 的 二 元 两 烙 ， 
Dy 1 (a4 be) da 


2) z= (+27)? da 


1 
3) | Ca bz) ?dar; 


1, cb 
4 T= 0, a=%, 
1, ga<b, 

， 根 据 下 列 对 应 关系 , 写 出 函数 式 . 


1 对 平面 上 每 一 点 公 , 态 , 用 该 点 到 原点 的 距离 与 之 对 应 ; 

3》 对 予 硬 上 每 一 点 (r, 肪 ,用 该 点 到 轴 的 距离 与 之 对 应 ; 

3》 对 平面 上 每 一 点 (ze 女 , 用 访 点 的 坐标 之 和 与 之 对 应 ; 

4) 对 下 曾 上 每 一 点 (x, 如。 用 该 点 的 较 大 的 党 标 减 去 较 小 的 坐标 
的 倡 与 之 对 应 . 


， 设 z= 了 lz, 的 在 区 域 万 8<2< 和 <g<d 上 有 定义 


1 若 对 于 (a, 芒 中 任 一 史 将 其 国定 后 ,把 z 二 f(z, 功 看 成 4 的 一 
元 郑 数 后 为 一 常 元, 问 二 元 函数 在 马上 是 天 为 一 常数 ; 
一 41 一 


2) 涛 再 对 于 人 四 中 的 其 一 4 将 其 固定 后 ， 扫 * 一 F(z, 办 看 成 z 
的 一 开明 教 后 为 “常数 ,加 二 民国 数 在 人 上 是 西 为 一 带 数 . 
和 设 4=VY TEV 一 1)， 若 当 Y=1 有 时 3=4 求 打数 尖 必 也 
[提示 ，wz+1=w 一 1+2.] 


.3 定义 域 


一 元 函数 的 定义 域 非常 简单, 主要 是 开 区 间 , 闭 区 间 , 而 
二 元 汕 数 的 定义 域 为 平 闸 上 的 区 域 , 闭 区 域 ,或 由 几 个 区 域 组 
成 , 甚至 可 以 是 很 一 般 的 点 集 ， 即 使 是 开 区 域 , 它 的 形状 可 以 
多 种 多 样 , 要 比 一 元 情形 复杂 得 多 . 二 元 函数 与 一 元 函数 的 
差别 , 其 原因 之 一 就 是 由 于 定义 威 的 不 阿 引起 的 ,所 以 要 对 二 
元 函数 的 定义 域 加 以 考 门 的 讨论 . 

若 函 数 的 自 变量 具有 某 种 实际 意义 ， 应 该 根据 它 的 实际 
意义 来 决定 其 取 值 范围 ， 即 由 此 来 确定 函数 的 定义 域 ， 如 例 
2 中 温度 了 必须 大 于 To, 否则 它 不 再 是 气体 ， 对 一 般 的 函数 
米 讲 , 只 要 使 玫 达 式 有 意义 的 自 变量 取 值 范围 ,就 是 函数 的 定 
义 域 , 称 为 自然 定义 域 . 

[ 例 各 求 函 数 


= MR 
的 定义 域 . 
解 ， 要 使 根 式 有 意义 ,必须 有 
Bi—2—y >0, 
即 Ca 
所 以 定义 域 为 一 闭 贺 ( 图 1-2). 
【 例 可 求 函 数 > 一 In 人 上 Y 一 沪 的 定义 域 , 并 画图 ， 
解 ， 要 使 对 数 有 意义 , 必须 有 
t+y—1>0, 
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满足 上 面 不 等 式 的 点 她 ， 的 全 体 就 是 函数 的 定 文 域 .把 上 
式 改写 成 
y>1L—s, 

妈 可 春 出 定义 域 是 直线 y=1 一 s* 之 上 的 那个 半 开 平 商 ( 图 
工 -T3) . 

下 面 我 们 用 另外 办 法 来 确定 
出 不等式 记 表 示 的 定义 域 DD。 比 
如 我 们 要 在 证 界 地 图 上 考察 某 一 
国家 有 多 大 ， 我 们 只 要 把 这 个 国 
家 的 国境 线 位 置 弄 清楚 ， 也 就 知 
道 这 个 国家 有 和 多大， 同样 我 们 要 
确定 区 域 DD， 只 要 把 它 的 边界 钱 
于 出 米 , 就 能 定 出 区 域 D。 显然 
这 个 定义 域 忆 的 边界 线 为 直线 1 于 
2 十 9 一 1~0， 直 线 把 平面 分 成 两 部 分 ， 在 直线 之 上 的 部 分 称 
为 上 半 开 平面 , 在 真 线 之 下 的 部 分 称 为 下 半 开 平面 , 究竟 不 等 
式 z+g 一 1>0 吕 示 的 是 上 半 开 平面 还 是 下 半 开 平面 呢 ?我 们 
采 几 “以 点 示 面 "的 办 法 来 确定 它 ， 任 取 一 点 ， 比 如 说 这 点 为 
(QL, 了 D ,将 这 点 坐标 代入 不 等 式 左 端 得 

(z+y—1) [aw=1+1—1=1>0, 
这 表明 我 们 所 取 的 点 位 宪 定义 域内 ， 所 了 以 定义 域 是 包含 点 
{1, 小 的 上 半 开 平 商 。 著 我 们 任 取 的 点 为 (0, 史 , 将 这 点 坐标 
代入 不 等 式 左 端 得 
z+y— Dhlow=0+0—1~ ~1i<0, 

这 表明 我 们 所 取 的 点 相 在 定义 域 贸 ， 也 就 是 说 包含 原点 的 下 
半 开 平面 不 荐 定义 域 , 因此 定义 域 是 上 六 开平 面 。 一 般 来 说 ， 
边界 曲线 把 平面 分 成 车 干部 分 , 在 每 一 部 分 任 取 一 点 ,然后 代 
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入 不 等 式 检验 , 若 不 等 式 成 立 , 表明 包含 该 点 的 部 分 属于 定义 
域 ,车 不 等 式 不 戌 立 ， 吉明 包 仿 该 点 的 部 分 不 属于 定义 域 . 
T[ 例 6] 求 函 数 1 
5 
的 定义 域 , 并 画图 ， 
解 ， 旧 使 表达 式 有 意义 , 必须 有 
T—>0, 
为 了 得 出 定义 域 的 图 形 , 先 画 出 定义 域 的 边界 曲线 2 一 护 =0， 


y 它 是 一 条 以 原点 为 顶点 ， 以 z 轴 
+ 为 对 称 轴 的 抛物 线 ， 曲 线 把 平面 
J 分 成 两 部 分 ， 一 部 分 是 抛物 线 之 
or 内 的 区 域 ， 一 部 分 是 狗 物 线 之 外 
一 ao ”的 区 域 . 为 了 确定 那 一 个 区 域 是 
oo 定义 域 ,我 们 任 取 一 点 (1 0), 将 

它 代入 不 等 式 , 得 


{2—2) [m0 <=1—0 =1>0, 
图 4 这 表明 点 C1, 0) 在 定义 域 卫 内 ， 
所 以 定义 域 加 是 包含 (I, 中 点 的 抛物 线 内 部 区 域 (图 二 1 多 ， 


习 题 三 
1, 求 出 下 列 函 数 的 定义 域 , 并 画图 。 
D r=Vi+tVY; 
2) wma( 一 2 一 的 ; 


3) zs= V 更 一列 二 好 十 V 克 十 术 二 万，( 和 >r> 0 
4) 4= Wan(23 二 本) 

有 

人 


2， 设 区 域 的 边界 为 曲线 了 (x, 2) 一 0, 若 函 数 了 (x, 纺 分 别 满足 
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5) z=aresin 


DD fz, 办 一 天 WD; 

2 Fr, 一 内 一 Fe 用; 

3) 大 一 -Df Ys 

有 fr, = F). 

问 区 域 卫 各 有 什么 性 质 ? 
.4 函数 的 几何 表示 


在 讲述 一 元 函数 时 ， 我 们 总 是 把 概念 的 分 析 表 法 与 它 的 
几何 解释 紧 紧 地 联系 在 一 起 的 ， 如 齐 导 数 概念 时 用 切线 的 斜 
率 引 入 , 许 定 积分 概念 时 用 了 申 边 梯形 的 面积 引入 , 这 样 做 能 使 
一 些 抽象 的 概念 得 到 具体 形象 的 理 锅 .在 讨论 一 些 定理 时 ， 
也 总 是 求助 于 几何 上 的 考虑 , 拒 出 证 明 的 途径 , 然后 再 用 分 析 
趟 子 把 它 一 步 步 推导 出 来 ， 如 极 信 的 必要 条 件 和 微分 中 信 定 
理 证明 都 是 这 样 做 的 。 现在 讲述 多 元 函数 , 我 们 仍 芙 穿 这 一 
精神 , 把 分 析 与 几何 两 者 密切 地 联系 起 来 . 

对 二 元 函数 ， 我 们 可 以 给 它 一 个 斤 何 解释 . 设 答 定 二 元 
函数 。 

3 一 Fo 的 ， 3 
先 建立 空间 直角 华 标 系 O- CN 
2 在 哆 平面 上 画册 函数 
的 定义 域 五 刀 可 以 是 区 域 
也 可 以 是 闭 区 域 ， 对 于 力 办 ， 了 
任意 一 点 P (oo 的 ， 在 空间 
可 以 画 出 一 点 / 

M{s, y, f(z, Y)) 

与 之 对 应 ( 见 网 1-15)， 当 轩 1 二 
点 卫 在 定义 域 万 内 变动 时 , 相应 的 点 于 就 在 空间 中 变动 ; 当 
点 卫 取 多 整个 定义 城 妃 时， 点 对 就 在 空间 描绘 出 一 张 曲面 
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总 , 这 个 曲面 S 就 开 短 函数 的 图 象 ， 正 划 观 看 大 型 团体 操 时 ， 
表 次 者 有 的 册 有 的 站 , 组 成 一 帆 波 浪 起 伏 的 曲 画 。 这 某 一 麟 
间 的 曲面 , 就 是 该 豚 间 老 演 者 高 度 这 个 二 元 冰 数 的 几何 表示 ， 

由 上 所 述 ， 给 定 一 个 二 元 函 教 ?= 一.A(e, 力 ， 就 是 给 定时 
面 上 各 点 的 竖 坐 标 , 也 就 是 给 定 一 张 曲面 . 当 两 个 二 元 秽 数 
不 同时 , 它们 所 表示 的 曲 押 就 不 一 样 , 也 就 是 说 每 一 个 二 元 函 
数 都 有 它 自己 特有 的 曲面 ， 所 以 我 们 也 常 把 二 元 函数 叫做 曲 
面 ,两 者 不 如 区 分 . 

[ 例 7] 作 隙 数 4= VI 一 丰 一 护 的 图 依 . 

解 ， 在 便 4 中 己 求 出 函数 的 定义 域 为 (R 一 1) 

她 十 名 二 1， 


即 为 zy 平面 上 的 闭 单位 
已 其 如 十 急于 本 一 1 是 以 原 虑 为 国 必 及 1 为 米 径 的 球 
面 ,所 以 钞 数 


2 MI 
欧 疼 象 是 以 原点 为 圆心 的 单位 球面 的 上 半 部 分 (图 1-16), 由 
图 象 看 出 函数 在 原点 处 有 最 
大 值 . 
这 个 图 象 关于 gz 平面 
和 必 平 面 都 是 对 称 的 , 一 般 
来 说 ， 若 在 表示 定义 域 的 不 
等 式 和 二 元 殴 数 式 中 ， 将 * 
换 威 -后 两 者 形式 不 变 ， 
图 118 则 面 面 关于 如 平面 对 称 ; 着 
在 表示 定义 域 的 不 等 式 和 各 数 式 中 ， 将 # 换 成 一 后 两 者 形 
式 不 变 , 则 曲面 关于 好 平河 对称。 如 果 只 是 画 数 式 中 把 的 
成 -形式 不 变 , 而 表示 定义 域 的 不 等 式 中 将 4 换 威 一 # 时 ， 
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形式 起 了 变化 , 则 得 不 如 曲 西关 于 妒 平 而 是 对 称 的 . 
【 例 8】 作 通 教 “= MF 十 六 的 图 象 ， 
解 ， 甸 数 的 定义 域 为 
0, 
即 为 金平 面 ， 已 知 
Ei 
是 以 原点 为 项 点 ,上 下 无 限 伸展 的 六 从 面 , 圈 此 亩 数 
EE VDT 
的 图 象 是 以 原点 为 顶点 ， 开 口 向 上 的 圆锥 面 (图 1-17)， 由 图 
看 出 应 数 在 原点 处 有 最 小 慎 ， s 
容易 验证 表示 序数 的 其 面 ， 关 


于 她 平面 各 避 平面 是 对 称 的 . 

【 饮 遇 ”和 作 阔 数 :=zy 的 C7 
图 象 ， 

解 ， 阔 数 的 定义 域 为 全 平 
面 ， 受 想 知 道 请 数 的 图 象 是 什 
么 祥 的 曲面 ， 尘 回想 一 下 曲线 Y 
情形 . 给 定 一 条 曲线 g 一 了 (2)， 型 19 
要 想 知 道 它 的 图 象 , 最 原始 的 办 法 是 在 平面 上 画 几 个 点 ,然后 
把 这 些 点 闯 在 一 起 , 即 可 看 出 曲线 的 大 致 形状 , 这 称 描 点 作 图 
法 、 相 应 地 有 二 元 函数 的 切片 法 ， 

我 们 用 2 一 一 2， 一 1, 0 】 2 五 个 平面 去 截 这 个 些 面 , 得 
到 五 条 空间 曲线 : 

2Z=—2, z= —1, 2=0, z=1, z=2, 

{a 一 2 1 —1, {ms {oy {os 

前 两 条 为 双 上 曲线, 因 *<0 所 以 曲线 在 sg 平面 之 下 , 又 因 
唉 <0, 所 以 曲线 在 玛 平面 二 、 思 象 狼 之 于 ; 中 间 一 条 即 为 了 
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负 和 ?9 轴 , 说 明 晶 而 过? 轴 和 Y 轴 , 除 此 以 外 , 曲面 与 芍 平 而 
再 无 变 点 ; 后 两 条 也 是 双 曲 线 ， 因 x:>0, 所 以 曲线 在 oz 平面 
之 上 ,又 多 >0, 所 以 上 临 线 在 吵 乎 面 一 .三 象限 之 上 . 

再 用 zy 平面 去 
截 , 得 到 截 线 为 


{ 
2 一 2 


它 是 一 条 空间 抛物 线 ， 

开口 向 上 ， 用 %= 一 y 

平面 去 截 ， 得 到 蕉 线 为 
全 一 纪 


2 一 一 好 
也 是 一 条 空间 抛物 线 ， 
图 1-18 开口 向 下 . 


根据 这 些 曲线 , 我 们 可 以 想象 出 曲面 前 大 致 形状 , 它 是 一 
张 马鞍 形 曲 面 ， 称 为 单 叶 双 井 古 (图 18)， 击 图 看 出 ， 枯 数 
在 原点 不 是 极 大 值 也 不 是 根 小 值 . 

三 元 函数 w 一 了 (wy, 尺 已 没有 几何 解释 ， 但 我 们 仍 保 贸 
二 元 函数 中 的 一 些 几 全 术语 , 如 

w= VE 
是 四 维 空间 中 前 半径 为 吾 的 上 尘 球 面 。 从 这 个 意义 上 来 说 ， 
多 元 函数 也 有 它 的 几何 意义 . 


习 题 四 


1， 作 于 如 函数 的 图 形 : 
D a=1l— Vrs 
DD = ds; 
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3) 2 一 只 一 扩 ; 
4) s=Vay. 

2， 问 下 列 务 数 的 图 形 有 什么 福 质 ， 
1 z= ts 


-A 从 


第 二 节 极限 与 连续 


号 ,1 极限 (全 面 极限 ) 


先 复 习 一 下 一 元 通 数 的 极限 ， 设 画 数 站 四 在 *= 如 的 附 
近 右 定义 〈 在 加 点 可 以 没有 定义 )， 当 动 点 2 趋 近 wm 时 ， 若 
j 轨 趋 近 某 一 数 4 刚 称 2 > 时 了 C2) 的 极限 是 4, 记 作 
Je 一 肥 。 


这 是 一 种 直观 的 , 描述 性 的 定义 , 然而 它 是 一 个 基本 的 定义 . 
利用 这 个 术语 就 可 进一步 对 大 其 的 现象 进行 数学 分 析 的 描 
述 , 例如 在 定 积分 的 定义 中 , 我 们 用 阶梯 形 遂 过 曲 边 宰 形 , 先 
求 出 区 间 分 成 有 限 段 时 阶梯 形 的 面积 ， 再 指出 无 展 细 分 时 阶 
梯形 面积 的 极限 就 是 曲 边 梯形 的 面积 ， 从 而 通过 无 限 的 变化 
趋势 确定 出 有 限 的 曲 边 梯形 面积 ， 这 种 极限 思想 是 整个 微 积 
分 的 基础 ， 

下 面 我 们 先 等 几 个 二 元 函数 的 极限 . 

{ 例 习 fw， WD 当 (%, D> (0，0) 时 ， 
fz 骸 的 极限 是 否 存 在 ? 

解法 一 ， 画 数 了 (ww 分 在 除去 原点 的 全 平面 上 定义 , 讨论 
函数 在 原点 的 极限 时 ， 丽 数 在 原点 是 否 有 定义 并 不 影响 我 们 
对 问题 的 讨论 . 


当 (z, 从 于 (0, 0) 时 ,有 
VOT PM ig), 
Ea | 
-rl 
这 事 示 当 (z, 幼 - 一 (0 0) 时 ,因子 zw 二 好 是 有 办 变量 ,而 
他 殷 王 (0, 从 时 , 必 有 六 0 所 以 fw, 的 ->(0, 准时, 因子 9 
有 是 无 穷 小 量 ， 根 据 无 穷 小 量 的 性 质 即 得 


即 


in 一 -地 .= 
od Vt 2 
解法 二 ， 邦 问题 化 到 极 坐 标 考虑 ， 令 
{ co09 0, 
y=7 Sng, 
则 (z, 肋 一 40, 9) 等 价 于 7 一 0 这 时 
Fo F=f(r e080, ging) =7 sing cogd. 
当 ">0 时 ， 注 意 式 中 的 不 是 常数 (否则 动 点 是 深 一 条 射线 
赵 于 原点 ), 但 不 管 和 >0 时 , 8 怎么 变 , 因子 sin 6 eos6 总 是 有 
界 变量 ,所 以 
Tim f(z, y) = lim(r sin cog0) =0. 
i OO r+0 
【 例 23] 求 极限 
Tim (7 ge et 
te 
解法 一 ， 把 它 化 到 极 侣 标 考 赚 ， 这 时 zx 一 十 cc 和 > 十 co 
等 价 于 7-> 十 oo， 0<0< 本 ,又 
《3 十 多 ) Em Tae ra Otto 分， 
当 0<4< 委 时， 
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sinb tom0-VZ( 后 sn9+- 汪 9) 
一 人 /可 { 可 本 4 in 工 
TF(sin 06006 地 +eosd sin 7) 


va 站 gin T= 
sin (0+ V3 加 至 ~1， 
斯 以 [ee at De, 
由 linryaerr<0, 得 
i 


Tim ret eteod) 0, 


因此 lim (2 十 的 ee 一 0 
借 法 二 ， 这 个 解法 几 到 这 样 一 件 事实 ， 如 果 一 元 瑞 数 经 
限 存在 , 


lim fo =4, 
和 
风 招 7 了 (看 应 二 元 男 数 时 
一 Hm fo@ -A4. 
ptm _ 
根据 极限 的 四 则 送 算 , 就 有 : 
lm ze, jm ey 十 Lim ye me =0:0+0:0=0. 
守护 冬瓜 和 人 


通过 上 而 的 例子 , 我 们 可 以 得 出 二 元 函数 极限 的 概念 : 不 
管 动 点 人 z, 仍 以 什么 方式 趋 于 (zo, yo)， 也 不 管 动 点 (5 几 沿 
什么 样 路 径 趋 于 (zo， yo)， 若 函数 fz, 殷 都 趋 近 于 4， 则 称 
当 (z, 护 斑 (zo, go) 时 , 了 (2, 四 以 大 为 极限 , 记 作 
m Fw, 的 一 全， 


[eR dee 
车 动 点 2, 纺 济 两 条 不 同 的 小 径 趋 地 《zo, yo) 时 ,了 Go 幼 
分 别 趋 于 两 个 不 同 的 数 ,这 佬 我 们 就 能 说 , 当 (z, 殷 一 (Go yo》 


2 


时 , 函数 f(s, 了 的 极限 不 存在 , 因为 它 破坏 了 极限 定义 中 的 
要 求 . 


【 例 呈 Ge 几 一 


的 极限 是 否 存在 , 

解 ， 粗略 地 看 , 当 (z, 用 一 (0, 0) 时， 分 于 与 分 母 赵 于 零 
的 速度 差不多 ,如果 有 极限 的 话 极限 不 会 是 稚 ， 现 在 我 们 仿 
动 点 人 的 沿 直 线 y= 用 (6 六 趋 于 (0, 的 ， 这 时 人, 的 一 
人 加 等 价 于 370， 于 是 有 和 | 


bw? 
tx, of 4%) ~ 0 + hw! 


由 此 看 出 ， 当 动 点 沿 直 线 y=z 和 y=26 趋 于 (0, 0) 时 函数 
分 别 网 过 于 值 译 和 名 ,所 以 当 (s, 巷 习 (0, 0) 时 ， 画 数 的 极 
限 不 存 窑 ， 


站 (人 办 六 (0, 准时, 问 务 数 


Be: 


0, 


习 题 五 
I， 求 下 列 极限 ， > 
Dm + 的 sin 地 gin 人 
9 革 - 生 党 


区。 im 型 人 4 网 多 [提示 利用 |sn 9|<101.] 


st 0 形 十 旬 


4 lm (a 1 各 利 用 2le51 et 
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nkr 二 esy 
A 


2， 问 fy, 坊 福 人 0, 中 时 ,下 列 通 数 极限 是 否 存 在 ; 
DD flr, WD— 


了 
十 人 一 的 2 


2) fe, HW) = 起 ;，[ 所 示 ， 考 让 抛物 线路 径 .] 


号 .全 ” 累 次 极限 


上 面 拓 讨论 的 极限 , 是 当 动 点 (2, 幼 的 从 标志 yg, 同时 分 
别 趋 于 zo, go 时 所 得 到 的 , 我 们 称 它 为 爹 员 起 区, 也 常 记 作 
lm f(%, DW =4, 《2 多 《Lo, tn), 


此 外 ,我 们 还 可 以 讨论 2，g 先后 相连 地 趋 于 zo，% 时 极 
” 限 , 我 们 称 它 为 累 炊 视 展 . 
车 对 任 一 央 定 的 yy 了 Yo)， 当 >mo 时 ，f《z, 的 作为 
的 一 元 尔 数 极限 存在 , 这 个 极限 秆 依赖 子 固定 的 y, 对 不 同 的 
这 个 极限 值 可 以 不 一 样 。 根据 一 元 函数 的 定义 ， 当 2%>%o 
寻 , F(z, 四 的 极限 值 是 9 的 沙 数 , 记 作 
lim Co， Dp. 
又->go 时 ,一 元 函数 Yo7 的 极限 存在 并 等 于 4, 即 
limgty) =4. 
ype 
那么 称 4 为 jc, 胃 先 对 w， 后 对 9 的 黑 次 极限 , 记 作 
lm lim fl%, 的 一 4 
同样 可 以 定义 先 对 gy 后 对 zz 的 累 次 极限 
lim lim f (w, o). 
2 
黑 次 极限 概念 ， 事 实 上 是 把 二 元 函数 问题 化 为 一 元 函数 
问题 , 连续 地 求 两 次 一 元 函数 的 锯 限 ,本 质 上 属于 一 元 函 教 极 
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re 


限 的 范畴 ; 全 面 极限 旭 然 形式 上 与 一 函 极限 相似 , 但 概念 上 不 
能 归结 为 一 元 西数 极限 , 它 是 推广 了 一 . 远 函 数 的 极限 概念 ,而 
不 是 简单 地 应 用 -~ 元 函数 的 极限 概 从 . 通 过 下 面 的 例子 可 以 
看 出 这 了 种 被 恨 的 区 其 

{ 现 和 Ye 从 一 (et)sin 二 各 地 当 人 人 在 其 


然 定义 域 而 一 (0, 0) 时 , 问 ， 全 面 极限 是 否 春 在 ? 义 两 个 黑 次 
极限 是 否 存 在 ? 

解 ， 函数 7(z, 执 在 殉 去 两 个 坐标 轴 后 的 点 集 ( 即 其 自然 
定义 成 ) 上 有 定义 、 当 人 肪 一 (0 中 时 ,等 价 于 m0>0, gr>0， 
所 以 当 (z， 执 一 (0 仿 时 有 > 十 扩 >0, 根据 有 界 变量 与 无 穷 小 
量 嫉 积 仍 为 无 穷 小 量 得 


， 。 了 二 ， 1 
1 + 一 sin 一 一 0 
二 


这 说 明 函 数 的 全 面 极限 存在 , 且 为 零 - 
但 对 任意 固定 的 3 关 0， 由 于 
lim zw sin lgn 工 -0， 
0 E24 vy 
而 lim 加 了 
不 存在 ,所 以 极限 
lm tsin sin 
不 存在 , 因而 先 对 二 后 对 Y 的 累 次 极限 也 就 不 存在 . 由 2 与 y 
的 对 称 性 , 可知 先 对 y 后 对 z 的 累 次 极限 也 不 存在 。 这 例 说 
明 函 数 的 爹 而 极限 存在 ， Wi 以 不 存在 . 
{ 例 半 f(z, 劝 一 吉 生 5， 问 卫 数 在 原点 的 办 次 家 限 是 
否 存在 ， 
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mat 


一 


解 ， 击 例 8 知 函 数 在 原点 的 全 面 极限 不 存在 ， 现 在 考察 
它 的 累 次 极限 . 
任意 固定 %y 关 0， 可 得 


oy 0" 区 
lm s+ 0 十 钙 0 


即 和 相当 于 累 次 极限 定义 中 的 p( 纹 =0, 因 面 


lim lim 
yd #0 


~lim gy) =0. 
小 


Co 


由 对 称 性 可 知 


i 2 
li Tim 全 十 六 0. 


这 例 平 说 明 画 数 的 两 个 味 次 极限 存在 ,而 且 相 等 ,但 丽 数 的 全 
鲁 极 限 可 以 不 存在 ， 

[出 的 7(e, 护 - 可 守 纯 ， 同 示 数 在 原点 的 侈 面 极限 和 
黑 次 极度 是 否 存在 . 

解 ， 如 同 例 3 一 样 的 办 法 ， 可 以 证 明 这 个 画 玫 在 原点 的 
全 面 极限 不 存在 ， 

任意 因 定 yw0, 可 得 


、 jn TT 2 一 2 
所 以 lm 二 好 


任意 面 定 Z 尖 0, 可 得 


所 地 jm lm 1 
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这 例 说 明 邮 使 两 个 累 次 极限 存在 ,其 值 可 以 不 等 。 它 指出 了 
一 件 很 重要 的 事 , 凡 过 到 先后 丙种 运算 讨 , 不 能 轻易 地 交换 雌 
序 , 只 有 在 一 定 共性 下 才能 交换 并 序 , 否则 就 会 得 出 格 误 的 绪 
果 。 事实 上 我 们 在 一 元 菌 数 时 已 经 滤 到 过 类 做 的 情况 ,只 古 
那 时 出 现 的 极限 形式 不 那么 明显 , 如 
oa 人 (roan ， 

西 者 相差 “常数 7(e)， 因为 上 式 的 左边 是 先 求 导数 再 进行 
定 积 分 , 而 右边 是 先 求 定 积分 , 绸 求 导 数 , 所 以 这 说 明 导 数 运 
算 与 积分 运算 不 能 随便 交 覆 顺序 ， 而 导数 与 定 积分 本 质 上 都 
是 极限 运算 , 所 以 这 个 仙子 也 就 是 " 累 次 极限 不 能 轻易 交换 硕 
序 "的 一 种 反映 . | 
2.3 连续 性 

由 上 段 知 道 ， 二 元 函数 的 极限 是 刻 划 西数 一 点 附近 的 性 


质 , 如 果 极 限 
Ff le, 的 = 人 


lim 
ey 


存在 , 站 明 函数 了 (x, 办 在 txo, so) 点 附近 前 函数 值 与 年 可 以 
完 分 接近 ， 所 以 在 该 点 附近 函数 值 的 变化 值 蒂 在 和 的 邻 域 
内 ， 苛 函数 fx, 分 在 区 域 忆 上 每 一 点 都 有 极限 ， 是 否 函 数 
在 整体 上 有 很 好 的 性 质 呢 ? 例如 函数 
1, w+y =0, 
了 »-{e +0. 
这 个 函数 在 全 平面 上 每 一 点 部 有 极限 , 而 且 极 限 值 为 0, 但 显 
然 这 个 函数 的 整体 性 质 是 不 理想 的 ， 它 在 原点 处 函数 有 一 间 
断 ， 这 炊 明 极限 这 个 局 部 概念 不 足以 保证 函数 在 整 作 上 有 好 
的 性 质 ， 为 此 , 我 们 要 引入 连续 的 概念 , 往 下 可 以 看 出 , 通过 
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这 个 局 部 概念 可 书 保 证 苞 数 在 加 体 上 有 好 的 性 质 . 
下 而 我 们 给 出 二 元 函 孝 连 续 的 定义 。 
定义 设 fw, 阴 在 区 域 或 闭 区 域 如 上 定义 ， 当 动 点 
(2 防 在 DD 内 趋 于 定点 (xo, go) 时 ， 动 点 的 首 数 值 了 (zw, 幼 趋 
于 定点 的 硬 数 值 了 Cto, go)， 即 
Hm f(%, =f (0, go), 


{PY 

则 称 三 元 沙 数 “一 Fe, 胡 在 (zo, go) 点 连续 、 和 否则 ， 就 说 
z= 了 (zw, 切 在 (oo 加) 处 不 连续 或 间断 ， 

连续 与 极限 的 差别 ， 仅 在 于 前 者 要 求 极限 值 是 该 点 的 函 
数值 ， 对 连续 的 定义 也 常 采 用 增 量 的 形式 、 记 动 点 tz 办 为 
人 一 20 十 do， y=Yot+ dy, 并 记 

d=—f(r, 拉 一 Foo yo) 
Ft dy, yot Ady) —f (ro, go)， 
则 连续 定义 可 改 本 珊 ” ~ 
人 家 

上 式 者 明 , 车 函数 f(z, 级 在 (zo, go) 点 连续 ,出 当 自 变 : 
2 9 有 微小 变动 时 , 引起 到 变量 的 变动 也 很 微小 . 

加 果 函 数 2 一 fw 态 在 区 域 卫 的 每 一 点 处 连续 ,我 们 就 
说 函 教 在 区 域 九 上 连续 。 当 五 是 闭 区 域 时 ，(eo, $10) 为 忆 的 
边界 点 , 在 连续 定义 中 只 能 要 求 动 点 (2, 只 从 卫 内 区 于 to%， 
轨 )， 不 可 能 要 求 动 点 从 四 面 八方 趋 于 (zo, ye)， 区 域 上 连续 
函数 的 图 象 是 一 张 连续 的 曲面 ， 

利用 极限 的 四 则 运算 ， 我 们 可 以 羯 断 连 续 函 数 经 过 四 则 
运 竺 后 是 否 仍 为 连续 ,对 此 我 们 训 如 下 的 定理 : 

定理 1 没 f(z, 胃 ),g(z, 队 在 区 域 了 DD 上 连续 , 则 f(z, 咏 
二 gw 了 CD, 的 2 护 ， 了 (5 用 1g 人 力 〈 这 时 要 求 了 
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在 卫 上 不 为 零 ) 也 在 区 域 以 上 连续 ， 

定理 2 了 设 子 ( 间 (a, 5) (或 [2, 相 ) 上 一 元 连续 ， 
又 t=i(z, 的 在 区 域 五 上 连续 , 且 函 数值 圭 属 于 区 间 (%, 5)， 
则 复合 郑 数 Go, 幼 ) 在 了 上 连续 . 

2) 设 f(w, 力 在 区 域 了 小 连续 ， 叉 了 一 5 二 =3 区 在 
区 间 《o, 5) 上 连 继 ， 且 函 数值 组 成 的 点 4o， 吃 属 十 区域 D， 则 
复合 郑 数 Fe，g) 在 (z， 5) 上 连续 

3) 设 f(s, 奴 在 区 域 避 上 连续 , 又 3 一 Se， 的 一 的 2 的 
在 区 域 五 上 连续 , 且 函 数值 组 成 的 虑 人 二 属于 区 域 筷 则 复 
全 函数 了 tw, 胃 ，i(z, 9)) 在 卫 上 连续 . 

利用 这 两 个 定理 ， 我 们 可 以 说 明 所 有 二 无 初等 函数 在 其 
自然 定 义 域 上 是 连续 的 ， 首 先 注意 下 们 的 事实 : 

设 z=f(w) 是 闭 区 间 [4, 8] 上 的 一 元 连续 函数 , 它 的 图 象 
是 避 平 面 上 的 一 条 连续 曲线 ， 则 把 :一 fz) 看 成 闭 区 域 办 

a&w&b 与 ”一 co<gy 开 十 co 
上 的 二 元 表 数 时 ,是 一 个 卫 上 的 二 元 连续 函数 ， 它 的 图 象 是 
把 曲线 # 一 f(w) 沿 y 轴 方向 水 平移 动 而 得 的 曲面 . 

[ 例 71 证 明了 (zw, 四 ~z? 一 六 在 全 平面 上 连续 

解 ， 因 一 苑 函数 营 与 多 分 别 在 轴 上 与 y 轴 上 一 元 连 
续 , 把 它们 看 成 二 元 函数 , 则 两 个 二 元 函数 到 与 多 在 全 平面 
上 连续 , 应 用 定理 1 知 函 数 了 (x, 一 他 十 坊 ， 在 全 平面 上 连 
续 , 


[ 俩 8】 证 明 f(w, 殷 一 2 和 在 除去 原点 的 平面 上 过 


解 ， 同 上 鲍 ， 我 们 可 以 说 明 分 子 sa, 分母 2 十 畴 在 全 平 
价 上 连续 , 应 用 定理 1 时 , 要 除去 分 母 为 零 的 点 , 现在 分 母 只 
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rr 


在 原点 为 零 ,所 以 f(z, 切 在 除去 原点 的 平面 上 连续 . 


【例证 明太 四 一 I (z++9 一 
2z 十 9 一 1>0 上 连续 . 


在 其 定义 域 DD 


解 ， 因 冰 数 9( 妨 =]a 在 1>0 上 一 元 连续 , 而 函数 


t=t{y, =—2+y—1, 
在 号 上 洲 续 , 且 取 值 大 于 零 , 应 用 定理 2 


复合 函数 


fle, 用 一 gt WIIn(sty—1) 


在 其 定义 域 九 上 连续 ， 
对 具体 的 二 元 函数 , 总 可 以 运用 一 元 


函 数 的 连续 任 , 及 二 


元 连 疆 函 数 的 四 则 运算 与 复合 运算 ， 来 说 明 二 元 函数 在 其 定 


义 域 上 是 连续 的 . 


习题 大 
1. 问 下 列 廿 数 在 定义 城 上 是 否 连 续 : 
1 Flr, WD = layl; 
十 坊 沁 
2 76 wl wp 
3) Fz, 用 一 sin 
f(y, 的 一 


由 
0 


2. 设 了 (zx, 办 在 区 域 卫 上 连续 , 征明 : | 了 tz, 幼 ] 在 区 域 卫 上 连续 .[ 提 


示 利用 定理 3.] 


3. 设 flz, 巷 , 9Cz, 的 在 区 域 卫 上 过 续 , 证 明 : 函数 


max tf (x, WD, gr, 的 ) 

wmin( f(x, ), gr, 的 ) 
也 在 区 域 人 上 尝 续 . 
[EC 


4 设 Fo 护 在 区 域 DD 上 连续 ,证 明 : 了 Cz 护 可 以 央 示 成 两 个 非 贡 连 


续 函 敬之 邯 。 


2.4 ”连续 画 教 的 性 质 


上 面 我 们 说 到 到 数 在 某 一 点 的 连续 是 一 个 局 部 概念 ! 但 
如 时 函数 在 某 一 区 域 中 点 点 连续 ， 那 末 这 将 导致 庆 数 在 整个 
区 域 中 有 某 种 整体 性 质 ， 连 续 函 数 有 三 个 最 重要 的 整体 性 
质 , 我 们 只 介绍 其 中 的 钢 个 , 这 就 是 最 大 、 晤 小 值 性 质 与 取 中 
间 值 性 质 . 

定理 3 设 画 数 =f{z, 乃 在 一 个 有 界 闭 区 域 疙 上 连 
续 , 则 了 lw, 四 在 DD 上 取 到 它 的 最 大 值 与 最 小 值 . 

定理 的 几何 意义 是 ， 一 张 在 有 瞄 闭 区 域 也 鞋 的 连续 曲 
面 ， 必定 有 最 高 点 与 艇 低 点 ， 最 高 点 与 最 低 点 本 以 在 卫 的 内 
部 , 世 可 以 位 于 了 的 边界 上 ， 

定理 要 求 浮 数 连续 外 ,还 要 求 区 域 也 是 有 界 的 . 团 的 , 这 
两 条 缺 一 不 可 , 否则 定型 的 结论 就 不 一 定 成 立 ， 如 沙 数 

sl 
zy 
在 有 界 区 域 D，0<w<1 与 0<y<1 上 连续 , 当 动 点 (zw, 了) 在 
刀 内 趋 手 C0, 0) 点 时 , 函数 值 
shoo. 
2 

这 说 明 若 去 掉 力 是 六 的 条 性， 廿 数 在 也 上 可 以 没有 最 大 值 ， 
又 对 了 内 的 点 (2, 幼 有 


sy 
Ty 


面 且 当 (z, 人 在 卫 内 趋 于 (1 时 ， :让 1 这 说 明 函 数 
在 内 没有 最 小 值 . 
定理 可 以 推广 至 曲线 情形 ， 没 f(z, 9) 在 平面 曲线 荆 上 
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定义 ,对 于 工 上 任意 固定 的 点 , 当 动 点 沿 曲 线 工 趋 于 该 点 时 ， 
动 点 的 卫 数 值 趋 于 该 点 的 遂 数 值 ， 则 称 f(z, 中 在 该 点 连续 . 
车}(w, 的 在 工 的 每 一 点 连续 ， 称 了 (z, 引 在 上 上 连续 ， 壤 
了 (wm, 儿 在 有 界 闭 曲线 天 全 可 以 是 封闭 曲线 , 世 可 以 是 包含 两 
个 端点 的 曲线 骤 ) 上 连续 , 则 了 lw, 办 在 荆 上 取 到 它 的 最 大 值 
与 最 小 值 . 

车 了 lz, 态 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 , 工 是 卫 的 边界 ， 容 
易 看 山王 是 有 界 闭 曲 线 . 如 了 为 闭 加 ,二 就 是 这 个 闭 加 的 图 
周 ; 车 DD 是 闭 的 圆 环 ,三 就 是 内 外 丙 个 圆周, 对 一 般 的 有 有 界 闭 
区 域 也 ,， 工 可 以 是 一 条 或 若干 条 有 界 闭 曲线 .把 f(%, 引 看 
成 三 上 定义 的 函数 时 , 显然 它 仍 是 开 上 的 连续 函数 . 

定理 和 设 函 数 :一 fo, 9) 在 有 异 闭 区 域 DD 上 连续 ， 常 
数 刀 介 于 函数 的 最 大 值 与 最 小 值 之 问 , 则 在 卫 内 总 可 找到 一 
点 把, 切 ， 使 得 


flé, m=O. 

定理 的 儿 何 意义 是 : 曲面 有 一 最 高 的 峰 , 又 有 最 低 的 谷 ， 
介 于 妖 与 谷 之 间 的 任 一 高 讶 0， 上 曲面 上 总 有 一 点 恰好 等 于 高 
度 口 , 所 以 人 们 总 可 以 没 闭 这 个 曲面 , 共 谷 一 直 朴 到 轿 . 

【证 明 】 证 胃 的 想法 是 在 闭 区 域 DD 上 作 一 条 曲线 ， 当 限 
于 这 条 曲线 上 考虑 函数 时 , 就 可 把 二 元 函数 取 中 值 问题 , 化 为 
一 元 函数 取 中 值 问题 . 

设 函 数 .7 了 在 卫 内 (w, 的) 点 达到 它 的 最 大 值 型 ; 


了 (oa Ya) = 
在 也 内 (ou 9) 点 达到 它 的 最 小 伟 1n: 
Ff (va, YH) 一 以。 


再 在 了 内 作 一 条 连续 遇 线 5 联结 (or 91) 与 (vo, Yo) 两 点 (图 
TI19)， 设 ?的 方程 为 


(ht) 


下 人 
y= 
耸 数 碧 对 应 于 最 大 点 fa 级 ): 
上 
纹 一 aa) 。 
参数 所 对 应 于 最 小 点 (如 ,ga 
{< 
=ytty). 
1 然后 考虑 一 元 函数 
FO yO, (htsts), 
由 定理 2 知 下 (在 闲 区 间 纪 , 十 上 连 统 , 是 有 
P(E) =f LA), YH)) =f (0, 的 ) 一 本 
Bll) = ft), YH2)) 一 六 (cs ya) = I, 
窗 C 介 于 型 与 加 之 间 ,， 根据 一 元 连续 函数 的 中 间 值 定理 , 总 
可 找到 世人 三 < 攻 < 加) 使得 
BPO) =0, 
令 £=z(y, ng 的, 则 有 
FUE) fF), gO)) FE =0. 1 
由 定理 证 明 可 以 看 出 ， 人 抱 丰 区 二 了 上 兴 纺 站 
数 C 介 于 加 两 点 的 函 间 ， 则 在 D 上 总 可 找到 一 
点 过 贡 全 得 也 分 DO 所 以 定 天 4 中 要 求 太 是 有 界 和 
半 曾 和 顶 两, 只 自 DD 证 区 项 了 是 区 项 乱 行 ， 
2.5 RT 
直到 前 面 为 止 ,我 们 只 是 把 一 元 连续 函 煞 的 概念 和 定理 ， 
改造 成 二 元 连续 画 数 的 概念 和 定理 ， 这 种 改造 并 没有 风 大 的 
困难 。 在 讲述 一 元 连续 概念 时 , 我 们 还 详细 地 讨论 间断 点 的 
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类 型 ; 其 一 是 左右 极限 存在 而 且 机 等 , 称 为 第 一 类 间断 点 或 可 
去 问 断 点 ; 其 二 是 左 , 右 极限 存在 但 不 相等 , 称 为 第 二 类 间断 
点 ; 其 余 类 型 的 问 断 点 统称 为 第 三 类 间断 点 。 通过 间断 点 的 
讨论 , 使 我 们 从 反 画 加深 了 对 连续 概念 的 理解 ， 那 末 对 二 元 
亩 数 是 否 也 应 讨论 间 源 点 的 分 类 呢 。 我 们 说 具体 情况 要 长 刁 
分 析 , 在 一 元 画 数 中 第 一 类 间断 点 意思 不 大 , 实质 上 可 以 不 算 
什么 间断 点 , 二 要 是 第 二 . 三 类 间断 点 , 第 二 类 间断 点 所 以 重 
要 , 是 因 为 它 与 单调 函数 密切 联系 在 一 起 , 因此 需要 把 它 单独 
刘 为 一 类 加 以 讨论 。 而 二 元 函数 没有 单调 概念 ， 所 以 没有 必 
要 按 一 元 甬 数 的 稚 框 去 划分 上 第 二 、 三 类 阅 断 点 ， 但 二 元 函数 
有 两 个 自 变量 ,我 们 应 根据 这 一 特点 , 来 考虑 它 的 间断 情形 , 


从 而 其 反面 加 深 我 们 对 连续 概念 的 理解 ， 
考察 函数 
Ty 
Fe 胃 -| B+ “HY 
0, 二 六 二 0， 


这 个 丁 数 的 定义 域 为 全 平面 . 
任意 固定 y=?, 昔 5 关 0,， 得 到 一 元 函数 
fl, Dy -Er (~o0<z<+o0), 
车 5=0, 得 到 一 元 函数 
fls, 0) =0 (-se<a< to0), 
所 以 任意 固定 y=5, 得 到 的 是 z 的 一 元 连续 函数 。 
任意 固定 2~&, 车 4&0, 得 到 一 元 函数 
7 DB (Ay), 
着 &=0, 得 到 一 元 函数 
FO, WO 《co<g< 二 co)， 
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所 以 任意 辐 定 =&, 得 到 的 是 4 的 一 元 连续 函数 . 

这 个 函数 分 别 关 于 盖 和 29 都 是 一 元 连续 的 ， 册 此 能 否 得 
出 了 (e, 只 是 二 元 连续 函数 呢 ? 用 形象 的 话 来 说 ， 这 个 曲面 是 
用 一 根 根 连续 的 经 线 和 纬 线 编织 成 的 ， 那 末 这 个 曲 曾 是 否 是 
一 张 连续 蝴 面 呢 ? 单 任 生 活 经 验 , 我 们 可 能 会 说 这 张 曲面 是 连 
续 的 , 但 从 严格 逻辑 出发 ,在 例 3 已 证 明 画 数 在 原点 极限 不 存 
在 ,当然 更 谈 不 二 连续 , 所 以 由 一 条 条 连续 的 经 线 和 纬 线 编 成 


的 间 面 ,可 以 不 是 一 张 巡 续 欧 疗 面 . 
习 七 
1, 证 明 ; 函数 ， 
Ea 2 L] 
Fee, 胃 -| 5 
0, 2 十 只 一 0 


限制 在 任意 一 条 过 原点 的 直线 上 考察 时 ， 是 一 元 连续 国教 ， 但 
Tax 几 不 是 一 个 二 元 连续 应 数 。 

“ 设 史 是 平面 上 有 界 闭 区 城 , Pokzro y0) 为 卫 外 一 点 , 问 人 内 是 否 有 
一 点 离 六 最 过 ,有 一 点 离 记 最 远 ,为 什么 ? 


[3 


3. 设 前 数 了 tx, 用 ，9tz, 切 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 , 目 杰 DD 上 有 
FE, MED, 切 ， 
HW a 


i Fe, WD min, ge, 的 。 

,ED nen 
即 f(z, 妨 在 如 上 的 最 大 值 小 于 等 于 gtx, 办 在 DD 上 的 最 大 值 ; 
Zz 坊 在 号 上 的 最 小 值 小 于 等 于 glw, 及 在 刀 上 的 最 小 值 . 

4 设 函 数 fc, 急 在 有 界 图 区 域 了 上 连 站 ，6 为 包含 在 DD 内 的 有 界 
闭 域 , 证 明 ; 


max fr, WE war Fr, Ps 
tn, ED [ 
的 Fr, 幼 . 
5- 设 7gr, 级 在 区 域 上 连结，kco #02 G= 卫 3 5 二 为 了 上 的 几 
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个 点 ,证 明 : 总 可 以 在 D 上 找到 一 点 (5, 臣 , 使 得 : 
了 CE, 修一 Fr1s 1) + (rs, 多 fn yn) , 
6， 设 子 面 曲线 f(r, 殷 一 0 把 平面 分 成 若干 个 区 域 , DD 为 其 中 之 一 区 
城 , (ro 0) 为 中 中 一 点 , 荐 fo, 如) > 人 0 证明; 对 于 刁 中 任意 一 
点 ty 的 ?此 有 


Fe Mm) >0, 


第 三 节令 导数 及 其 应 用 
3.1 偏 导数 


前 两 节 的 内 容 , 可 以 说 是 为 讨论 多 元 函数 微分 法 作 淮 备 ， 
从 这 节 开 始 进入 多 元 函数 微分 法 的 讨论 ， 多 元 函数 微分 法 中 
有 两 个 重要 的 问题 ; 一 个 是 求 最 大 、 最 小 值 问题 , 或 称 最 优化 
问题 ; 一 个 是 求 曲面 的 切 平 面 问题 ,或 称 线 性 逼近 了 问题， 微分 
法 中 其 它 问题 都 与 这 两 个 问题 密切 相 联 系 ， 这 节 我 们 先 讨论 
前 一 个 问题 .一 元 函数 时 , 我 们 用 导数 解决 了 求 极 恒 问题 , 起 
把 这 个 方法 推广 到 多 元 函数 求 极 值 问题 ， 就 要 引入 偏 导数 的 
梳 念 . 

在 讨论 多 元 函数 极限 时 ， 一 种 是 让 2, y 同时 变 , 由 此 得 
出 的 极限 称 为 全 面 极 限 , 一 种 是 先 固 定 一 个 只 证 一 仿 变 , 出 此 
得 出 的 极限 称 为 时 次 极限 ， 这 两 种 考虑 问题 的 方法 是 多 元 函 
数 中 的 两 抠 刀 子 , 我 们 经 常 要 用 这 两 把 刀子 来 解剖 问题 . 后 一 
招 刀 子 更 好 使 一 些 ， 我 们 先 用 后 一 把 刀子 来 解 前 多 元 函数 的 
微分 问题 ， 

既 提 出 了 问题 ， 又 找到 了 解决 问题 的 方法 。 下 面 我 们 分 
订 步 解决 多 元 极 慎 问题 . 

设 在 区 域 D 上 给 定 函 数 
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sf Cy, y), 
tq 本 为 办 中 一 点 , 因 也 是 区 域 ,所 以 一 定 存在 一 个 以 (a, 5) 
为 回 心 的 小 归属 于 区 域 D， 园 定 y=b, 得 漳 的 一 元 话 数 

zz, 6), 
并 设 这 个 一 元 函数 在 “一 a 点 导数 存在 ; 又 国定 so, 得 到 变 
量 y 的 一 元 洲 数 

2=f (a, #), 
并 役 这 个 一 元 天 数 在 y=5 点 导数 存在 ， 于 是 就 有 下 国定 义 ， 

定义 在 区 域 刀 上 给 定 二 元 函数 z=f(z， 胃 及 一 点 
(om 术 ， 称 一 学 画 数 ?= 了 (%, 5) 在 上 点 的 导数 ， 为 二 元 浮 数 
f(z 四 在 (w 到 点 关于 的 含 第 教 , 记 作 
la, 有) 或 开光 全. 


各 应 地 , 我们 称 一 元 消 数 2~ 了 Co, 办 在 5 点 的 导数 , 为 二 元 呈 
数 产 (w, 切 在 人 9, 中 点 关于 gy 的 偏 导 数 , 记 作 


of (a, $) 
flm, 中 或 六 


上 而 关于 仿 导 牙 的 前 个 记 导 中 ， 画 数 了 的 右 下 角 必须 
注 明 相应 的 外 变量 , 下水 对 该 变 报 求 信 导 数 ， 后 一 个 记 导 (可 
以 分 别 镶 作 " 偏 了 仿 坟 和 "篇 了 偏 护 )， 几 须 理 黎 成 一 个 暑 体 
的 符 导 , 不 能 大成 一 个 分 数 ， 因 为 对 单 册 的 堵 与 3m、 8 并 没 
有 了 虐 节 它 独 空 的 意义 . 

加 果 函 数 2~f(z, 埠 在 区 域 号 前 每 一 点 , 痢 可 入 玉 丙 个 
信 导 数 , 那 订 它 在 (4, 人 点 的 偏 导 数 记 为 

tw 及 或 借口 旭 ， 


ee Of (x, YY 
六 3 或 全 于， 
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让 


及 
对 
概 
数 


茶 
子 


时 为 了 简单 起 见 , 干 胸 喜 记 作 
殊 或 对 
刻 或 如， 

于 思 中 每 一 点 br, 有 ,部 有 两 个 偏 导数 与 其 对 应 ,根据 画 数 


念 , 偏 导数 就 是 区 域 号 上 的 二 元 冰 数 .这 样 由 一 个 二 元 函 


f(z, 纺 , 可 以 导出 两 个 二 元 函数 产 (人 奶 与 记 (%; 扮 ， 

由 侦 导 数 定义 可 以 看 出 ， 求 偏 导数 的 运算 总 是 归结 到 对 
单 当量 散 数 求 导数 , 所 以 没有 什么 新 的 技巧 ， 下面 通 过 倘 
来 说 明 偏 导数 的 求法 ， 

【 筑 习 求 2= 必 + 严 的 偏 导 数 . 

解 : 对 <z 求 偷 导数 时 , 把 8 看 成 常数 , 即 得 : 


[ 俩 中 求 zs-are 始 莹 的 仿 导 数 ， 
解 : 


Bz 1 "1 WN 
Ty my 名) pt 
包 1 /yy 1 二 9 
wT (Ty 


[全 求 := 和 YE 二 更 的 仿 导 数 ， 
解 ， 因 2 去 na 人 e+ 的 ， 所 以 
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9 1 tet 

O57 2 gt w+ 

> 1 ty 

3 wi rr 
【 侈 和 末 s=v 的 偏 导数 ,定义 域 DD. >0 与 y>0. 
钥 : 0 


可 = (gy = 2 ng, 


或 把 一 必 改写 成 ?= en 于 是 ， 
Ax ol yo in 一 到 
a © Cy In Ds =¥e x 一 

ne lng 


【 例 加 ” 求 w 一 工 ，r 一 VET 久 下 池 的 含 导数 . 


解 : 这 题 菩 消去 中 间 变 量 x, 得 到 % 是 m y, > 的 三 元 郊 
数 , 然后 分 别 求 偏 导数 , 这 样 做 当然 可 以 , 但 有 时 不 是 一 种 可 
取 的 方法 。 我 们 可 以 充分 利用 中 间 变 量 ， 使 运算 和 结果 显得 
简单 此 如 
or _ org 工 2 Ea 


Wm dr om VPIm 1 
后 两 个 偏 导数 不 必 再 求 , 直接 由 函数 的 对 称 性 , 可 得 ; 


{ 例 6] 求 函数 


+t, 
fe DB, 
‘0, gE 0, 


的 偏 导数 . 
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解 ， 当 点 外 , 用 关 0, 0) 时 ,该 点 的 偏 导 数 为 ， 
Of yt 2 多 一 区) 


Br (CE 
Of oT) yy 
2 (Tt 人 


求 (0, 0) 点 偏 导数 时 ,注意 到 
fw, 0)=0 (~o0<z<+o), 


所 以 人 
间 理 人 0. 
y 


这 个 函数 在 原点 不 连续 , 但 不 点 的 两 个 偏 导数 存在 。 这 
并 不 奇怪 , 因为 偏 导数 只 肇 划 函 数 沿 与 3 方向 的 变化 率 , 并 
不 能 给 出 函数 洪 其 它 方向 的 变化 情况 . 


习 题 八 
I. 求 下 列 函 数 的 贪 导数 : 
DD 一 好 十 要 一 4222 2 
人 sm 和 8 一 必 ginz 十 的 3 
Cog T? Ea 

一 和 和 z= 局 二: 
5) > yi ) “一 局 v yy 
7) sn et; 8) 3 一 8re 启 Ty’ 
9) z=arc ein TS 10) wu 二 Er") YY 一 十 扩 十 机; 
1D) HG 12) te 


2， 求 下 列 函 数 在 指定 点 的 陆 个 偏 导数 


=- -二 于 全 0)， (9, 少 处 : 
D 0 (0 DM; 
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3) 8 一 2 十 3 二 二 一 aresin Vz 于 人, 了 人 外， 
Ty 十 得 
3. 发 jw 0- TE tO, 
0， +=0 
的 篇 导数 , 并 证 明 偏 导数 有 界 ， 
- sn 艺 , 证明: 函数 :满足 为 和 
一人 
1 | 
证 肿 国 数 x=/(Inz 二 二 ) 油 是 方程 
40. 
6 证 明 : 甫 数 z=z"/ ( - 攻 )( 基 中 了 为 可 向 组 数 ) 满 足 方程 


中 


or 


名 .已 ”通常 极 值 


求 一 元 函数 的 最 类 {小 ) 值 对， 我 们 先 求 出 区 间 内 部 的 所 
有 极 值 , 然后 与 区 间 端 点 的 函数 值 比较 , 这 些 值 中 最 大 的 就 是 
最 太 值 ， 最 小 的 就 是 最 小 值 . 求 多 元 函数 在 闭 区 域 上 的 最 大 
CN) 值 ,我 们 也 是 先 设 法 求 出 区 域内 部 的 所 有 极 信 ， 为 此 ,我 
们 先 要 给 出 多 元 函数 的 极 值 点 定义 - 
定义 ” 设 函 数 ?= 了 (x, 幼 在 (e, 站 点 附近 有 定义 ， 并 存 
在 一 正 数 8>0, 当 0<VUs 一 四? 守 可 二 罗 了 <8 时 ,有 
flo, 0) >f (ew, 的 
(fla, BD) <F (sz, WY, 
则 称 画 数 Cz, 纺 在 点 (a, 5) 有 严格 家 大 (小 ) 秆 ,gw, 5) 称 为 
严格 极 大 (小 ) 值 点 ， 若 上 式 中 "> (<<) "号 改 为 “>( 专 )” 号 ， 
则 称 了 Cz 防 在 点 4@ 们 有 极 大 (小 ) 值 ，(z， 纺 称 为 极 大 (小 ) 
秆 点 . 
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由 定义 可 以 看 出 , 裤 值 与 最 大 、 最 小 值 不 问 , 后 者 是 整体 
性 概念 ， 前 考 是 局 部 性 概念 。 讨 论 家 值 时 只 要 存 杰 一 个 以 
(ga, 5) 为 中 心 的 邻 域 ， 至 于 邻 域 的 大 小 对 我 们 的 问题 没有 影 
响 ， 如 珠 移入 玛 峰 的 高 度 是 我 国 技 海 高 度 的 最 大 值 ， 只 有 极 
少数 人 达到 过 这 个 最 大 值 ; 但 只 要 登 过 高 , 息 到 过 任 一 个 出 项 
的 人 几乎 都 到 过 我 国 氢 海 高 度 的 极 大 值 . 

我 们 往 下 就 蛋 看 出 ， 在 数学 演算 上 求 极 信 要 比 求 最 大 
(小 ) 信 容易， 因为 在 极 信 的 定义 中 , 令 y 一 5, 这 样 就 得 到 : 当 
0<[z 一 4| <s 时 ,有 

Flu, b) >F(, 从 
(或 fa, 了 ) F(z, 5)), 
同样 令 % 一 a, 这 样 就 得 至 ， 当 0<|y 一 5|<6 时 ,有 
Fo Df 0, 扫 
(或 ftw, 下 所 大 we DY, 
这 吉明 车 二 元 醉 数 (2, 执 在 (w， 1 点 达到 衫 大 (小 ) 值 , 则 一。 
在 z=& 点 息 达 到 极 天 (小 ) 值 , 轩 样 ,一 元 沙 数 
了 在 y=8 点 也 达到 极 大 (小 ) 值 . 
从 儿 何 上 来 看， 车 Fa, 分 是 于 zw, 胡 的 一 个 局 部 最 
高 点 ， 那 么 它 当 然 也 是 曲面 上 的 曲线 了 C2, 们 与 1 吉 办 的 局 
部 最 高 点 ， 如 肾 和 加 中 的 佛 符 阁 是 万 寿山 的 一 个 局 部 最 高 
点 , 所 以 你 想 上 愧 香 效 玩 , 就 得 往 上 嘴 , 无 论 你 取 东 西方 向 或 
南北 方向 的 山路 , 佛 香 阁 总 是 一 个 最 高 点 ,你 都 得 往 上 愉 . 

在 上 面 极 值 的 定义 中 ， 函 数 可 以 在 (@ 节点 没有 偏 导数 ， 
甚至 不 连续 .但 一 般 来 说 , 实际 问题 中 不 会 有 这 种 情况 , 所 以 
我 们 不 予 讨 论 ， 下 面 假定 函数 Je, 胡 在 (4, 5) 点 两 个 仿 导 
数 存 在 ， 上 硬 已 推 过 二 元 函数 ffz, 人 车 在 (6, 8) 达到 极 大 
{小 值 ， 则 两 个 一 元 应 数 fz, 六 与 了 a, 3) 分别 在 sw=4 和 
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v6 处 也 达到 极 大 (小 ) 公 ,由 一 苑 画 数 的 极 信 必 要 条 件 ， 即 
得 一 一 一 -一 一 一 
fn, D0, 
fy, b=0. 
于 是 有 证 击 定 再. TT 
定理 长 设 f(s 的 在 人 四 达到 极 大 (小 ) 值 ， 且 不 该 点 
两 个 偏 叶 数 存 在 则 有 一 一 一 一 
{人 =0, 
f(g 0, 
ee 
定理 表明 闭 (& 人 是 了 a，) 的 报信 点 ， 则 它 一 翁 是 上 述 函 数 
方程 组 的 所 、 反 之, 不定 碟 立 ， 站 函数 ?2-9 它 的 储 导 煞 
组 成 的 方 各 组 
{ y= 0, 
动 一 Y 一 小 
省 瞧 一 解 (0，0), 介 由 第 一 节 例 9 知 (0, 人 点 不 是 该 泣 数 的 极 
信 点 ， 
晶 然 我 们 只 给 出 极 信 的 必要 条 体 , 其 意 闵 还 是 殷 大 的 . 广 
程 组 的 解 可 能 是 极 值 点 ,也 可 能 不 是 极 值 点 ， 但 极 值 点 -- 定 
在 方程 组 解 星 边 , 这 就 使 求 极 值 的 范围 一 直子 缩小 很 多 ,从 原 
来 在 图 区 域 万 内 部 抠 杭 们 点 ， 变 为 只 要 在 方 种 组 的 解 中 求 极 
信和 点 ， 如 时 从 问题 的 父 际 意义 可 以 判断 国 数 在 也 区 域 五 珀 
部 达到 最 大 (小 ) 信 , 则 内 部 的 最 大 (小 } 信 亿 就 是 家 大 (小 ) 信 ， 
如 果 方 程 组 在 刀 内 部 只 有 一 组 角 ， 则 方程 组 的 解 一 定 使 所 求 
画 数 达到 最 大 (小 ) 值 ， 比 如 你 所 住 的 院子 内 仅 你 家 订阅 一 份 
人 民 日 报 ,而 信箱 里 愉 有 一 份 报 纸 , 屠 求 体 就 村 以 把 它 合 运 ， 
不 必 担心 会 不 会 拿 销 了 ， 
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it 例 7 在 椭 球 面 所- + 六 - + 入 - ~ 的 内 接 长 广 体 中 ， 


未 体积 为 景 大 的 那个 长方体 

解 : 若 长 方 体 是 由 球面 的 内 接 长 方 体 ， 可 以 证 明 它 的 面 
一 定 要 平行 于 坐标 面 ， 且 长 方 体 前 八 个 顶点 对 称 风 分 布 在 八 
个 卦 限 (图 1-20)， 设 内 接 长 方 体 在 第 一 卦 限 的 顶点 为 人 
多 功 ， 因 顶点 在 精 球 面 -上 ， 
我 们 有 


z= cy 一 全 号 - 换 ， 
所 以 长 方 体 的 体积 为 : 
Vv, 的 一 8 
加 站 
-smyWi- 殷 一 各， 
我 们 的 问题 即 求 函数 广 (%， ed 


幼 在 闭 区 域 了，0<w<a 与 90<y<b 中 的 最 大 值 . 
求 偏 导数 可 得 方程 组 


工 


|e 


化 简 得 


册 此 远 出 ?一 <， 2 <- 六， 再 由 本 于 夯 方 各 得 = 一 人 


根据 是 意 知 炳 球面 内 有 最 大 的 内 接 长 方 体 存在 ， 即 水 数 
了 了 人 了 在 开 区 域 卫 内 部 达到 最 大 值 ， 而 方程 组 在 卫 内 部 只 


| b > 
有 一 组 解 (<- 生 ,< 六 ) 因此 这 组 解 使 三 达到 最 大 值 ， 所 求 
最 大 内 接 长 方 休 的 体积 为 


再 6 
V8 
< EE Be 


有 时 我 们 会 遇 到 比 这 个 问题 复杂 得 多 的 情形 ， 如 已 知 请 
数 在 闭 区 域 了 D 内 部 有 最 大 (小 ) 值 , 而 方程 组 有 兄 组 解 ， 这 时 
需要 比较 函数 在 这 几 组 解 上 的 值 , 最 大 的 那个 就 是 最 大 值 , 如 
果 不 能 判断 函数 在 闭 区 域 刀 内 部 还 是 边界 上 达到 最 大 (小 ) 
值 ,这 时 除去 求 出 刀 内 部 极 值 点 外 , 还 要 把 f(z, 纺 看 成 边界 
上 的 一 元 函数 时 ， 求 这 个 一 元 押 数 的 最 天 (小 ) 公 ， 然 后 与 九 
内 部 极 值 点 比较 , 定 出 二 元 函数 的 最 大 (小 ) 值 . 


习 题 九 


1. 已 知 容积 为 了 的 开 项 长 方 沙 贫 ， 当 其 尺寸 怎样 时 ， 有 景 小 的 表面 
积 ? 

3,， 在 直 贺 锥 # 一 V4 护 ,2 一 h 人 %>> 信 的 一 段 中 ,怎样 去 嵌入 有 最 大 
体积 的 平行 六 面体 ? 


3. 罕 精 贺 闻 物 而 之 一 -号 , 8=cfe> 和 的 一 段 中 ,怎样 去 嵌入 有 


最 大 体积 的 平行 六 面体 ? 

， 在 半径 为 如 的 圆 内 求 一 内 接 三 角形 ,使 其 面积 最 天 . 

. 在 半径 为 五 的 区 内 求 一 内 楼 角形 ,使 其 面积 役 大 ， 

， 有 一块 铁 片 , 宽 56 一 24cm, 要 把 它 的 西边 折 去 做 成 一 措 , 使 它 的 容 
积 最 大 , 求 每 边 的 倾斜 第 & 和 二 (如 下 图 )， 


re 


[= 


Er E> 


7 求 ma、 使 积分 


一 下 (at hr ra)? dx 
a 


交 值 最 小 . 


8， 求 gg、b、 


4 使 积分 


z=/ 人 一 六 一 站 Sn wz—s 02) de. 


的 值 最 小 ， 


生 .1 全 微 


第 四 节 全 微分 
分 的 概念 


上 节 我 们 利用 偏 导数 , 解决 了 求 函 数 的 最 大 (小 ) 值 问题 . 
这 节 我 们 要 讨论 曲面 在 一 点 的 切 平 面 问题 ， 并 给 出 曲面 育 切 
平面 的 条 件 , 和 求 切 平面 的 方法 ， 

给 定 曲面 总 : 


zc Y), 


及 定义 域 上 一 点 Polzo, 30), 令 


和 = (zo, go)， 


则 及 (eo, go, so) 为 时 而 8 上 一 虚 , 我 人 的 问题 是 求 曲 而 8 在 


好 点 的 切 了 


面 . 首先 要 注意 不 大 连续 曲面 在 每 一 点 都 有 切 


符 面 ,如 圆锥 面 的 顶点 就 没有 切 平面 所 以 如 果 曲 面 访 在 以 


点 有 切 平面 , 则 对 孙 数 2= 了 Cz, 扫 在 Po 点 的 性 质 有 更 多 的 要 
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求 ,我 们 借助 于 几何 直观 导出 这 一 性 质 ， 

解析 几何 知道 ,过 六 Co, 加 ，20) 点 , 且 以 向 景 人 ,如 0) 
为 法 间 量 的 平面 方程 为 

az 一 20) thy— ye 二 ef 一 加) =0, 

若 平 而 不 平行 于 x 轴 , 则 平面 的 法 向 量 不 与 ? 方向 正 交 , 这 时 
00, 我 们 可 以 把 平面 方程 改写 成 


5 一 知 一 一 全 《z 一 2o) -人 他 一 名). 


用 了 4 吾 分 别 表示 ajc， 一 b/c， 所 以 过 用 点 及 不 与 s 辆 平 
行 的 平面 方程 为 
“一 加 一 4 人 (2 一 20) + Bly—yo). 
如 果 曲 面 妨 在 邓 点 具有 不 平行 于 * 轴 的 切 平面 x: 
2—2%~= A 0) 4 By— yo), 
那 末 世 平 而 zw 在 开 点 附近 应 紧 紧 地 贴 在 昌 耐 上 ， 当 动 点 
了 (%, 几 在 Pofzo, 0) 的 充分 小 邻 域内 时 , 曲面 8 与 平面 严 两 
者 几乎 很 难 区 分 ， 正 如 考察 地 球 上 一 小 块 地 面 时 ,几乎 很 难 
区 分 它 是 球面 的 一 部 分 还 是 平面 的 一 部 分 一 样 . 
考虑 及 Po 为 心 ， 以 充分 小 正 数 p 为 半 色 的 邻 域 , 在 该 邻 
城 上 观看 时 , 曲面 与 切 平面 差别 很 小 , 为 了 观看 得 更 清楚 , 我 
们 把 邻 域 放大 成 单位 加 ,放大 后 两 者 相差 也 应 很 小 ， 邻 域 半 
径 p 越 小 , 履 大 成 单位 圆 后 两 者 相差 也 越 小 ， 详 细 地 说 , 我 们 
作 空 间 坐 标 变换 
= 4 了 -2 
n D 人 
这 个 变换 把 (wo, yo, so) 变 到 坐标 原点 ， 而 且 把 每 个 坐标 轴 单 


位 放大 成 二 倍 , 这 时 曲 商 := cn 办 变 为 


一 4 一 


好 Cap gt pT) —% , 
- p 
切 平面 变 为 
多 一 4 于 十 BY 
在 单位 圆 上 两 者 相差 很 小 , 记 两 者 的 误差 为 a,( 卫 ,了 ) 则 
frot pa, yotpoP)—w =AX+BY +o(X, YF). 
o 

当 p20 时 , a,( 了 , 了 ) 在 单位 加 上 应 趋 于 0， 特别 ol 对, 了》 
在 单位 圆周 上 趋 于 0. 

下 面 令 (到 ， 巧 ) 在 单位 圆 局 上 , 这 时 点 (2 妨 在 以 (zo, go》 
为 心 , p 为 半径 的 加 上 , 变 回 到 原 变量 就 让 

了 用 一 2 Al(L— ro) + By— Yo) 
To Yo ), 
Tw (2 "Tp ) PP 


当 pP0 时 ,有 (2 各， 姑 各 )->0, 所 以 最 后 一 项 是 比 。 


高 阶 的 无 穷 小 量 , 我 们 记 作 oCp) (因为 对 这 一 项 我 们 关心 的 不 
是 它 的 具体 数值 , 损 是 趋 于 0 的 快慢 ;、 记 号 o(p) 玫 示 这 个 量 
陈 以 pp 后; 当 pz0 时 仍 趋 于 0， 最 后 我 们 得 到 : 
Fe 芒 一 和 一 4 一 mo) 十 (9 一 加 ) 十 00p)， 
总 括 起 来 说 ; 若 暑 面 8 在 形 点 切 平面 存在 , 则 函数 在 Po 
点 的 改变 量 可 以 分 解 威 两 部 分 , 后 一 部 分 是 p 的 高 阶 无 穷 小 ， 
函数 改变 量 的 值 主要 决定 于 前 一 部 分 . 前 一 部 分 中 的 .4 如 
只 与 和， go 有 关 , 而 与 2 9 无关 ,所 以 它 是 志 9 的 线性 函数 ， 
因此 我 们 称 前 一 部 分 为 函数 改变 量 的 主要 线性 部 分 .反之 车 
函数 在 P 点 的 履 变量 可 以 分 解 成 主要 线性 部 分 加 上 p 的 高 
阶 无 穷 小 项 : 
d=Alg—m) + By—yo) +o(p), 
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期 好 电 呈 在 形 点 的 男 池 而 存在 ,其 方程 为 : 
2 一 加 4 一 0) 十 召 志 一 加 )， 
【 例 1 求 曲面 


2 十 8 十 【22 十 osim 
1 


Pe T+ 0, 
0, 友 十 咏 一 0 
在 藉 点 的 切 平 面 . 

解 ， 这 个 函数 在 金平 面 上 连续 .考虑 画 数 在 原点 的 改变 


Fo; 有 一 


量 
de fr, 的 一 0 0) 
=Z y+ (vsin 


1 
Ee 


og VT sin ,VE 


1 

十 全 
= #)'p 
其 中 to 及 一 让 久 sin a PP 一 wz 十 名 。 显 然 当 
p30 时 有 
a—>0, 

即 把 函数 在 原点 的 改变 量 分 解 成 主要 线性 部 分 w+y 与 商 阶 
无 穷 小 项 wsp, 所 以 曲面 在 原点 的 切 平面 存在 , 切 平 面 的 方程 
为 : 


有 一 区 二 了 
刚才 讨论 曲面 的 切 平面 所 得 到 的 函数 性 质 ， 将 来 讨论 其 
它 问题 时 也 会 过 到 ,我们 把 它 写 成 定义 形式 . 
定义 ” 设 二 元 函数 2 一 fw, 办 在 Co， yo) 点 的 增 重 ， 
=f(y, WD —F Co, Ho) 
可 以 守成。 一 A(2 一 860) + Bly—go) +0(p), 
或 de—Adet Bay+oto), 
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和 ~ 


HR 


这 果 4,B 只 与 6、 加 有 关 ， 而 与 2 8 无 关 ，42 一 2 一 2 条 
一 4 p 一 V25 十 4 姑 ， 则 称 函 数 在 (co go) 点 可 微 ， 并 称 
增 量 的 主要 线性 部 分 为 函数 在 该 点 的 栓 分 , 记 作 
dz= Adr+t Bdy, 
或 df (zo, yo) — Adzt BAy. 
关于 这 个 定义 我 们 要 说 现 两 点 : 第 一 ,曲面 态 在 性 点 有 
无 切 平 面 问题 ， 归结 为 函数 在 Po 点 是 否 可 微 ， 若 可 徽 ， 则 可 
写 出 它 前 切 平 面 方程 为 

2—f lo, yo) =A(t ~ eo) + By— yo). 
比较 切 平 面 方程 与 微分 式 ， 知 函数 在 Po 点 前 党 分 4z 就 是 切 
平面 在 % 点 的 增 量 .第 二 , 若 汕 数 在 Po 点 可 微 , 则 由 

dz= 4do 十 Bd4yoCV de + dy ) 

可 以 看 出 ， 当 4z 一 0， 4 和 >0 时 ， 有 4e->0， 即 函数 在 了 点 连 
续 , 反 之 ,函数 在 Po 点 连续 , 不 一 定 在 Po 点 可 微 ， 


性 .号 ”微分 与 偏 导数 


上 段 我们 把 蔓 面 是 否 有 切 平 面 和 怎样 求 切 平面 问题 ， 归 
续 为 函数 是 否 可 微 和 求 微分 问题 . 利用 函数 的 偏 旦 数 ， 可 议 
满意 地 解决 这 两 个 问题 . 
定理 6 设 函 数 2=f(%, 几 在 (ozo, 加 ) 点 可 微 ， 则 函数 在 
该 点 的 两 个 偏 导数 存在 , 了 
A= 2 加， B= HG). 
wy gy 


【和 证明】 出 函数 可 微 的 条 件 , 我们 有 
dz= Ade+ Bdyt+otp), 


或 写成 
fzot dae, yort dy) —f (ro, Yo) 
= Adw+ Blyt a Cr, My) wz 二 4， 
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其 中 当 p= 尽 人 十 4 一 0 时 ,有 a(dz， A)->0, 

上 上 式 对 动 点 (ze 十 4，y 十 dy) 不 管 洪 什 么 方式 趋 志 定点 
{zo，%o 都 是 成 立 的 ， 为 了 证 到 所 要 的 结果 , 只 要 限制 动 点 沿 
水 平方 向 和 甜 直方 向 趋 于 定点 便 成 , 即 令 4 一 0, 得 

了 (aa 十 dz 加) —f (wo, Yo) = Ar+aldr, 四 | 好 |， 
除 以 dc, 得 
人 44+afdz, 0) | 如 |， 
Ar dr 


这 时 p= 名 |->0 等 价 于 dr 一 0， 当 de->0 时, aldz, 站 是 无 
穷 小 量 ，i4 姑 /4 是 绝对 值 为 1 的 有 界 变量 ， 因 此 当 hm->0 
时 ,上 式 有 端 趋 于 常数 4, 因此 上 式 有 问 电 趋 子 常数 4, 由 仿 
导数 定义 , 即 得 ， 
Bf Co, Ye) 

Cp 


=lim 
d¥ 


flat dre, yo) —f (re, yo) -4 
Ar ~ 


司 理 可 证 : 
ef (oo Yo) lm zzo w+ ~f (to, go) -2 了 
- 


dy 
粮 据 这 一 定理 ,如果 函数 ep 国 在 四 细 ) 点 可 微 , 则 
蝎 面 在 (xo, yo, (vo, WM 


sf (no yo) = (oon) + fy oo)， 


其 中 偏 导 数 在 Cwo, go) 点 取 什 ， 得 代 么 区 新 入 在 (ow 3o) 点 
的 可 徽 性 呢 ， 定理 6 只 说 吉 若 函 琢 可 徽 , 则 两 个 候 导 数 存 在 ， 
“反之 , 车 两 个 偏 导数 在 (zo，go) 点 存在 是否 函数 在 该 点 可 微 
呢 ? 由 上 节 合 6 知 ,车 仅 有 函数 在 一 点 的 两 个 偏 导数 存在 , 函 
数 可 以 在 谷 点 不 连续 ， 当然 更 谈 不 上 可 微 .。 如 果 对 偏 导 数 再 
加 些 条 件 , 就 可 保证 函数 可 征 ， 下 面 有 : 

定理 9 设 二 元 函数 z= 了 (x, 阴 的 篇 导数 产 Gz， 攻 ， 
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户 (g; 人 在 (wo, go) 点 及 其 一 个 领域 中 存在 ， 且 此 二 函 芍 在 该 
点 都 连续 ， 则 函数 在 该 点 可 了 
微 ， 

【证 明 ]】 证 明 的 方法 《二 4 扩 十 4) 
是 ， 利 用 偏 导数 在 该 点 的 连 
继 人 性， 把 函数 在 该 点 的 增 量 


fry ho) (mt dr, 区) 


拆 成 主要 线性 部 分 加 高 阶 无 
穷 小 量 . 5 
考虑 函数 的 增 最 网 1-21 


由 = 二 dz got Ay) —f Lo, 3 和 
为 了 应 用 偏 导数 的 条 件 , 上 式 加 减 函数 在 (ze 十 4z， 因 ) 点 的 值 
(图 1-21), 得 
da— [Ff (mo dz, yo) —f (0, 0)] 
+ [f(got de, yort A —f (wt A, go)] 
上 式 每 个 方 插 号 可 以 看 成 一 元 酒 数 在 两 点 函数 值 之 凑 ， 应 用 
一 元 微分 中 值 定理 , 有 
=f rot dr, yo) rt fo (wot dre, yot Oady) dy, 
其 中 0< 人 <1 0<0 < 
式 中 如， dy 前 的 系数 依赖 于 dz, dy， 即 依赖 于 z, gy, 与 
微分 定义 中 4，, 吾 的 要 求 不 符 ， 为 此 再 把 它 改 写 一 下 : 
do= fo (vo, Yo) Lr+ fy leo, yo) dy 
+t [fet Ody, Yo) —fs (ro, yo) Ar 
[fy ort dy, got bady) ~—fy(zo, yo) ldy 
前 两 项 已 符合 微分 定义 的 要 求 ， 只 要 证 明 后 两 项 是 
p= d+dy 
的 高 涂 无 穷人 小 量 ， 册 要 证 其 它们 路 以 p 后 , 再 当 p30 时 的 航 
限 为 上 好 可. 记 后 两 项 除 以 p 后 为 a, 则 


a [frot ds, 的 一天 (的 3 


上 [AT 和 a) 一 各 (oo, 的 )] 竺 ， 


注意 到 
| dr Az 1 ldy A 
| -ya | "| 7 
及 储 导 数 在 (zo,， yo) 连续, 即 有 p->0 时 ， 
(Co 十 外人 tp) 一 六 (oo 加 一 0 
fi(wet Ae, yot sdy) — fy (zo, yo)—>0. 
因此 当 p>0 寺 ,， 有 a->0， 根 据 可 微 定义 知 函 数 在 (zo， go) 点 
可 微 , 了 
上 面 两 个 定理 把 判断 函数 在 一 点 是 否 可 微 和 求 微 分 问 
题 ， 归结 为 求 信 导数 和 验证 偏 导 数 是 谷 连 续 的 问题 . 而 这 两 
件 事 是 容易 做 到 的 , 因此 微分 问题 也 就 有 了 满意 的 解决 。 
我 们 考虑 特殊 的 郴 数 :> 一 zx， 它 有 连续 的 储 导 数 ， 


|<3 


2 Ca 
Ei 
由 定理 7 知 欧 数 可 微 , 且 


dz=dz=1dr+0. dy= dr, 

即 把 «看 成 函数 时 , 它 的 微分 等 于 4z。 前 面 我 们 没有 定义 自 
变量 z 的 微分 , 为 了 惩 上 式 对 = 是 自 变 量 时 也 有 意义 , 我 们 规 
定 自 变 量 w 的 微分 就 等 于 它 的 攻 变 量 . 

dr= A, 
同样 规定 自 变量 y 的 微分 为 : 

dy™ dy. 
这 和 祥 , 二 元 函数 微分 就 可 窟 威 
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8 
d+ 部 守 
信 十 dm? 十 的 全 微分 ， 


d= 


{便当 求 丽 数 2= 

解 : 因 侦 导数 
和 -2z+4 
全-8oyT80 


在 全 平面 连续 , 由 定理 了 知 通 数 在 全 平面 可 微 , 且 
dz= {201+ dy dst (Bry + 3 ) dy. 


【[ 例 3 求 6~arc 霹 世 的 全 微分 . 
解 ， 淫 数 9 表示 点 (z, 纺 的 极 角 ， 所 以 函数 定义 域 为 : 
0 之 g? 二 六 过 十 oo， 在 定义 域 上 8 是 多 值 函 数 ， 为 了 取出 单 值 
连续 函数 , 我 们 考虑 全 平面 除去 正 实 抽 的 区 域 , 在 该 区 域 上 有 有 
88__ 8 

or TH Oy Err 
因 偏 导数 在 该 区 域 上 连续 , 所 以 函数 在 该 区 域 上 可 微 ， 
LW 
Wy 


y Ea 
6 
[全 有] 求生- 如 在 (2, 2, 6) 点 的 切 平 本 . 


Bz _ az 
解 : 六 -2 可 ~ 


偏 导数 在 (2, 信 点 连续 ， 知 函数 在 (2, 点 可 微 , 因而 曲面 在 
2，2, 0) 点 切 平 表 存 在 .又 由 

Ci 
区 


eg 
53 _ 


Ox ! 
Er a 
所 以 切 平面 方程 为 ; 
2 一 6 一 4 一 2 二 208 一 2)， 
化 简 得 ， dr+2y—2—6=0, 
习题 十 


1. 求 下 列 曲 面 在 给 定点 的 切 平 而 : 
了 了 一 2 十 2 MC, 2 
2) 一 2 十 只 一 2020 一 2 Hl, 1, ~—2); 

2， 确 定常 数 4 位 革 隆 z 一 2 二 YY 二 4 为 曲面 z 一 十 名 的 切 平 面 . 

3. 证 明 ; 晶 下 ms 一 (> 由 的 切 平面 与 全 慰 夺 形成 体积 一 定 的 四 面 
体 ， 

和 证 很 述 三 元 函数 4 一 了 Go 妨 习 在 [szo, yos 2) 点 可 微 的 定义 ， 并 讨 
论 可 微 与 篇 导数 的 关系 ， 


5. 求 下 列 函 数 的 微分 ; 
1) =n. 3) k= 
1) w=" 2 yi 
3) t= Vt; 4) w=er, 
人 WE 的 w= VET, 
1 
fe, 2 Bg 型 4 名 元 0 
0, 十 六 一 0 


证 (0, 0) 点 可 答 , 但 偏 导数 在 (0, 0 点 附近 无 办 
7. 设 7fe, 护 在 区 域 卫 上 个 导数 
6 已 
0 
证 明 f(z, 碎 在 DD 上 为 一 党 数 . 
[可 示 : 杂 用 定 于 7 的 证 明 方法 , ] 
8， 设 了 (s, 功 在 区 域 也 上 信 导 数 有 界 , 证明; jz, 办 在 力 瞎 续 ， 
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所 .号 微分 的 应 用 


函数 在 一 点 可 微 ， 就 表示 在 一 点 酝 近 可 用 线性 函数 来 盟 
近 一 般 的 函数 , 也 就 是 说 在 一 点 附近 , 可 以 把 一 般 落 数 当 作 线 
性 酒 数 处 理 且 不 会 引起 太 大 的 误差 ， 从 而 使 问题 得 以 太 大 化 
篇. 

设 函 数 z=f (zx, 办 在 人 如 , 奶 虚 可 微 , 则 当 dx,， dy 很 小 时 ， 
可 以 用 下 近 似 民 苦 水 

dd (gy, ARs, dy, 

利用 这 个 公式 我 们 可 以 作 误差 估计 . 如 要 制造 一 个 应 为 五， 
底 半 径 为 五 的 圆柱 体 ， 制 成 后 测 得 高 度 误差 为 4， 底 半径 
误差 为 4R8 (具体 测量 时 只 能 测 直 径 ) ， 由 于 高 和 底 半 径 的 误 
差 , 引起 圆柱 体 体积 亚 与 原 设计 妥 求 有 一 谋 差 ， 问 体积 的 误 
差 是 多 大 , 这 时 我 们 不 必 精 确 地 去 计算 体积 误差 乒 , 我 们 可 
忌 认 为 体积 误差 就 是 厂 ， 也 常 利用 这 个 公式 作 近 似 计 算 , 如 
有 一 高 为 瑟 , 底 半 径 为 五 的 圆柱 体 , 在 圆柱 钵 的 表面 需要 镀 
一 层 猎 , 厚度 为 丸 问 需 要 多 少 锋 . 这 问题 相当 于 求 图 柱 体 高 
吾 增加 34, 广 半 径 召 增加 天 时 ,体积 三 增加 狗 少 ? 同样 , 可 
以 用 攀 代替 4， 从 而 估计 出 锋 的 用 量 . 

在 上 面 公式 中 ， 省 用 .sd 如, 8 十 加) 一 fw, y) 代入 ， 
可 得 : 

fet ls, gg 二 ds 四 十 产 人 2 Wdr ty (s, Wy, 

这 个 公式 可 用 来 求 画 数值 的 近似 值 。 丝 如 要 求 务 数 在 
(十 dz， 9 十 人 点 的 值 , 如 果 函 数 在 (zc, 办 点 的 值 和 偏 导 数值 
很 容易 求 出 , 风 可 用 上 式 右 端 作为 所 求 函 数值 的 近似 值 . 

[人 鲍 辐 ”计算 信 .03)”* 的 近似 值 . 

饪 ， 在 具体 问题 中 ， 并 没有 给 出 阔 数 了 (z, 9),， 点 Cz, 9) 
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及 改变 量 4 如， 3， 需要 我 们 根据 癌 题 的 特点 ， 自 己 看 出 函数 
了 Cv, 肋 是 秆 各， 点 (2 四 及 下 变量 如 ， 和 是 什么 、 对 这 个 
问题 来 说 ， 函 数 7z,， 防 一， 点 (4 由 与 4 条 应 为 人 2) 
及 如 =0.03,， 必 一 一 0.02. 

把 它们 代入 公式 : 

rtd yr dr ta In wdy, 

得 (1,08) T1242x0.030x (0.02) =1.08, 

[ 例 6] 求 收 璃 钢瓶 的 体积 变化 , 

解 ， 玻璃 钢瓶 先是 用 焉 璃 纤维 少 经 向 和 纬 向 缠绕 成 型 

= {图 一 22)， 然 后 经 加 工 处 再 后 变 为 质 

地 如 钢 的 焉 璃 钢瓶 ， 我 们 知道 一 纤维 
在 压力 作用 下 ( 设 瓶 内 充 以 高 压 氧 
气 )， 会 使 纤维 舍 长 ， 若 纤维 大 长 骞 为 
1, 在 压力 必用 下 仲 长 中 则 称 必 开 为 


续 线 
刀 维 的 应 袜 , 习惯 用 符号 。 表示 岂 变 

有 一 很 小 的 一 种 仪器 ， 只 要 往 关上 一 

贴 , 即 可 油 出 纤维 的 应 变 。 设 测 出 经 

2 向 纤维 前 应 变 为 za 一 人-， 赎 向 纤 纵 
的 应 变 ao 一 -2 一 -人 ， 辣 瓶子 体积 的 应 蛮 是 多 少 。 当 体 


积 应 变 超过 规定 标准 时 , 瓶子 就 不 能 继续 使 用 , 所 以 必须 有 简 
单 的 方法 求 出 体积 的 变化 . 

实际 问题 往往 是 合理 的 近似 就 行 ， 不 必要 也 不 可 能 要 求 
钨 对 的 准确 我们 可 以 把 玻璃 钢瓶 近似 看 成 高 为 互 ， 底 半径 
为 召 的 圆柱 体 ， 它 的 体积 为 

到 一 8 三 
内 经 线 , 纬 线 的 应 要, 使 体积 有 一 增 及 4 ， 
-要 全 一 


Vd =2nRHAR+-ArR IH, 


所 以 体积 应 变 为 
,2mRHAR , mR’AH 
Va mH 
AR,IH . 
二 加 训 十 -再 一 26oeo- 


这 说 明 笨 积 应 变 等 于 两 倍 纬 线 的 应 变 加 上 经 线 的 应 变 ， 只 要 
考察 这 个 值 是 否 超过 规定 标准 , 即 可 决定 瓶子 能 着 继续 使 用 . 


习题 十 一 


二 ， 当 测定 圆柱 的 底 半 径 有 和 和 高 互 时 所 得 的 结果 如 下 : 
是 一 2.5 米 土 09,1 米 , 吾 =4,0 类 土 0.2 米 。 
问 所 算出 的 园 术 体积 可 有 怎样 的 绝对 误差 ( 即 4V)? 
2， 三 角形 的 边 &==200 米 上 2 米 , =300 米 三 5 米 ， 它们 之 闻 的 角 
C=60° 土 1%, 向 所 算出 三 角形 的 第 三 边 c 志 有 怎样 的 绝对 误差 ， 
3， 有 - -半径 五 =5 章 米 , 商 开 = 20 悍 米 的 金属 四柱 体 100 个 , 现 要 在 
贺 娃 休 才 面 钱 一 层 厚 度 为 0.05 和 米 的 镍 , 估计 需要 多 少 镍 ( 镍 巧 重 
为 8.8)。 


4， 正 似 地 求 下 列 名 展 : 
1) 1.002 x 2.0033 x3.004; 2) V1.02+1,07; 
3) sin 29° ,tg 46°; D 0.9710. 


第 五 节 ”复合 函数 微分 法 
与 ,1 简单 情形 
求 函 数 的 偏 导数 和 微分 统称 为 多 元 函数 微分 法 ， 上 两 节 
我 们 讨论 了 显 函 数 的 微分 法 ， 这 节 我 们 要 讨论 复合 函数 的 微 
分 法 , 它 可 以 着 成 是 上 两 于 在 函数 关系 方面 的 推 ;”。 
设 z- 了 lw, 胃 , 而 5 Y 又 是 二 的 函数 ， 
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T= £0), y~y(D. 
复合 后 得 Sf (wt), yet)), 


它 是 二 的 一 元 函数 ， 怎么 求 名 呢 ? 如 果 了 (zs, 幼 是 具体 给 出 


的 函数 , 那 末 总 可 以 归结 为 一 个 具 蛋 的 一 元 函数 求 导 问 题 . 但 
对 一 般 形 式 的 二 元 通 教 ， 这 里 有 两 个 中 间 变 量 %, 8， 而 一 元 
复合 函数 求 导 公式 中 只 允许 有 一 个 中 疝 变量 ， 所 以 不 能 归结 
为 一 元 求 导 问 题 ， 这 就 需要 建立 二 元 复合 函数 的 求 导 公式 . 

定理 8 设 二 元 函数 ?= ye, 人 在 (co yo) 点 可 微 ， 又 
7 一 2 站 yy~3 的 在 如 点 可 导 , 是 把 加 点 变 为 (2 3) 点 , 那 来 
复合 函数 也 在 如 点 可 导 . 且 

oe _ Bf dr , Bf dy 


df Or dt Oy RH" 
【证 明 】 当 t 有 增 量 化 时 ， 薄 数 2=z2 的 、y 一 y 扑 分 刚 
有 增 量 Az、 4y, 而 4 如、 直到 引起 ?有 增 其 水, 我 们 的 问题 就 
是 要 证 明 当 水 -0 时 系 /4 有 上 面 公式 中 的 极限 . 
由 二 元 函数 z= 了 tw, 功 在 (2, 的 点 可 微 , 就 有 


一 名 of 。 
4 生 - 贡 4 y+talde, dp (8.1) 


其 中 当 p==~ AB 二 230 时， 有 a>0。 上 向 微 分 定义 中 是 
把 zw, yy 看 成 自 变 基 的 ， 这 时 dz? 十 dy 天 0， 当 zy 看 成 中 加 
变量 时 ， 鼎 化 0 不 一 定 有 4 一 .47 关 0， 所 以 我 们 补充 规定 
d+ dy =0 时 , a(dr, dy) =0. 

在 这 一 规定 下 (5.1) 式 照样 成 立 ,而且 p>0( 可 以 等 于 0) 
时 仍 有 一 0， 然 后 上 式 两 边 除 以 水 手 0, 得 


4 _ 人 Hd A ll (到 ) + 名) 


HH ey HB， 必 


了 


(5.2) 
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当 妈 ->0 时 , 由 条 作 ( 因 可 巩 必 连续 ) 可 得 
健一 ow yy 
RH” Md 
本 dy—0. 
由 后 两 式 得 p-?0, 也 就 有 a 一 9， 所 以 在 下 .5 中 令 下 >0 时 ， 
等 式 右 端 第 三 项 是 无 穷 小 量 乘 以 有 办 变量 ， 廊 以 仍 为 无 穷 小 
量 , 因此 等 式 而 端 极 限 存在 , 所 以 等 式 左 端 极 恨 也 存在 , 且 有 
ds df dr of dy ] 


区 

注意 ， 上 述 定理 中 的 导数 和 偏 导数 都 是 分 别 在 如 和 (zo， 
0 点 取信 , 所 以 在 2 和 中 的 mm 9y 要 分 别 用 zx=z 介 ， 
gy=3 人 代入， 这 和 代入 可 在 家 名 站 和 说 六 后 就 进行 ， 也 可 以 
法 行 站 的 运 和 而 得 到 和 的 过 (中 包 和 的 后 有 
行 

对 上 本 的 公式 不 难 推广 到 三 元 函数 的 情形 . 

[ 例 习 设 z= 避 一 =smb5gy-eotb 求 呈 ， 

解 ， 因 为 

Oz 


2 
B20= 2sint, Br 2y= 一 2 cost, 


于 O05 阴 Oy 二 
=2sint*cost+ (—200¢t) + (— sint) =2sin2t. 


[ 例 习 设 : 一 吉 ， gi 二， 冰 
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解 : 题 中 z 是 因 变 基 , x, y 是 中 间 变 量 ，2 又 是 由 变量 . 


因 
8 TT- az 1 
Br 2 a Oy wo 
dy_ Oy__ 
Wd Vi 
Vi 1 wo 1 
WU 而 
【 例 3】 设 z=f(z, 只 满足 方程 
sy fe, 由， (5.3) 
今 要 证 明 : 一 元 函数 4 一 了 Ce', ee 一 z(#) 满 足 方程 
一- 


【证 明 】 函数 2 一 z ( 拉 -了 (ee 可 以 故 成 二 元 函数 
2 一 f(zw, 切 ， 和 2 一 6 gg 一 6 的 复合 因此 


Ht 
而 


注意 条 件 (5.8) 表示 对 所 有 2, g 为 恒等式 ， 特 别 令 2 一 ty 
=e 代入 后 得 关于 上 的 恒等式 , 即 

et Ye er 2 =f(e', 6) —z(), 
由 5- 约 即 得 


dz _ 


习题 十 二 
1 求 下 列 函 数 的 4 


二 2 ~ 
De 


-一 EO -- 


2) w= (y—2), 2 一 本 y=sin1, #=c0st. 
2， 若 函数 (zy, 办 对 任意 起 实 凶 ! 满 中 关系 式 
Fr, 1 一 FT Y, 3» 
则 栋 了 (x, Wy 人 为 五 次 并 次 画 数 ， 证 朋 ， 设 天 妨 引 为 二 次 齐 次 
函数 , 则 有 
afrt yy te: = nf. 
3， 对 下 列 函 数 验 证 上 题 成 立 . 


1) w= (7—2y+ 3 2) «= 
2 
3) 4=2 In Ys ,9 “(2). 
局 十 中 对 y 


4 设 攀 数 4 一 fw, y, 3?) 满足 方程 
fet yy tafs=0, 
试 证 &% 一 Fe, 分 是 零 次 齐 次 函数 . 
[提示 :网 定 wm 九 #, 考虑 一 元 函数 了 (= 了 (tx, y, 12) ,J 


号 . 安 一 般 情形 


设 2=f(%, 的 ， 又 5=a(8 村 YY 一 gs 们 , 复合 后 得 4. 

的 二 元 函数 ， 
zf (cls, t), yls, 六) 

这 里 * 基因 变量 ,4 # 是 中 间 变 量 ，s、 + 是 日 变 量 ， 怎样 求 
如 e 呢 ; 
ds” 研 

对 = 求 仿 导数 时 , 把 变量 + 看 成 常数 , 实质 上 就 化 为 上 面 
已 经 讨论 过 的 简单 情形 , 只 需 将 记号 作 相 应 的 改变 即 成 , 所 以 
有 公式 


如 于 如 | 好 站， 
Os Or bs Oy de 

同 理 ， 5. 
CE 
of drd Oy Ht 
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应用 公 趟 时 ,不 必死 套 公 式 ,只 要 记 住 它 的 锁链 规 财 、 这 规则 
说 函数 对 月 变量 求 俩 导数 ， 等 于 函数 对 第 一 个 中 间 变 量 求 偏 
导数 ， 乘 以 第 一 个 中 问 变 量 对 该 自 变量 求 偏 导数 ， 再 加 上 画 
数 对 第 二 个 中 间 变 量 求 偏 导 数 ， 敢 以 第 二 个 中 间 变 量 对 该 自 
变量 求 偏 导数 ， 一 般 来 说 , 函 妆 有 多 个 中 间 变 基 , 复合 求 导 的 
公式 就 有 几 项 , 函数 有 几 次 复合 , 每 项 就 有 几 个 因子 相 乘 - 
{全 和 -einv, wet v=5-y 来 更， 况 - 
解 : 题 中 国 变量 是 >， 中间 变量 是 w v， 自 变量 是 z,% 
由 公式 可 得 
公 - 儿 如 信人 -sinolteeonl 
—er"*[sinte—%) + oos(e—g)], 
eo =ersinvw:1+ercogw:(—1) 


By Woy BW oy 
一 4rt[sin ty 一 加) — Cos(2—¥)]. 


Eg G2 的 
[全 四 -f(ay, 3) 来 总 , 六 - 


解 ， 令 =zy， o 了 由 复合 函数 求 导 公式 有 


其 中 记号 崩 表 示 画 数 对 第 一 个 中 间 变 量 求 偏 导数 , 彤 表示 对 
第 二 个 中 间 变 量 求 偏 导 数 ， 因 卫 数 7 的 具体 内 示 式 未 兽 给 
出 ,记忆 结果 只 能 写 到 这 里 ， 但 要 注意 其 中 的 % 2 还 要 分 别 


用 ay 和 各 代入 。 再 有 


人 2f ,0 Do 
¥ bu By Bo Oy 


of OS) 
Bu | 让 人 5 各 fe 

, a Or du 
著 日 om ey, 束 付 ， 絮 ,加 . 


解 ，。 全 一 也 ey 一 天 十 9 


Ou 
Oy 


=f1"0+fezt faye = m+, 
Ou t pr 
六 一 广 :0 十 态 29 十 此 : 动 一 到 其 ， 


类 中 岂 有 时 也 可 写成 -下 ,这 贞 分 中 是 把 ”看 成 中 间 训 量 

且 在 后 两 个 中 间 蛮 量 固定 时 对 求 出 来 的 偏 导数 ， 而 第 一 式 

左 端的 她 中 的 二 是 和 变量 ,理解 成 基 合 后 求 出 来 的 信 导 数 . 
【 例 7] 作 自 变量 变换 一 zo 一 避 一 坊 后 , 求 方程 


的 解 . 

解 ， 在 上 述 变 换 的 反 变 换 作 用 下 ， 把 酒 数 z~?tw, 奶 变 
为 =Z(w,%), 皮 之 在 上 述 变 换 作 用 下 , 把 和 =2tw, ) 又 亚 
加 到 函数 z=z(z, 四, 这 里 把 原 电 变量 和, y 看 成 自 变量 , 把 新 
自 变量 %% 9 看 成 中 间 变 量 , 则 


名 
dr Ow OF om Or 


DZ 日 DG 章节 
Bt tr Bo 


3 EA 


到 
代入 原 方 程 得 
D2 AZ 2 02 
本 + 和 人 
化 入 得 至 -0 
这 个 方程 的 解 显然 为 
Z—f(0), 
其 中 上 是 任意 一 个 一 元 可 徽 函 数 ， 所 以 原 方程 的 解 为 
2 


[和合 8】 设 二 元 函数 王 (o, 切 在 直 第 坐标 系 里 可 写成 
也 (z, 凡 一 eg 又 在 棚 伙 标 系 里 可 写成 王 (e 内 一 Sr)， 
试 求 册 此 二 元 函数 . 
解 ， 已 知 直角 坐标 系 与 极 坐 标 系 的 变换 为 
人 
y=7 ging. 
把 w, gy 看 成 中 间 变 量 , 把 *, 8 看 成 自 变量 , 由 条 件 , 下 (w, 切 
不 依赖 于 包 所 以 
2 _0F. 08.0 
本 本本 By 6 
=f (og) rsing) tf (eg GD (reosd)=0, 
或 yf (ogy) tef io) y Cy) = 
8) 
WP = 
上 式 左 端 具 是 种 变量 & 的 隙 数 , 不 出 现 y。 右 端 凡 是 自 变量 y 
的 沙 数 ,不 出 现 %*， 要 恒等式 成 立 , 这 个 量 虐 不 出 现 42 又 不 出 
更 gy 它 必 然 为 一 常数 , 记 作 和 ,所 以 


一 84 一 


了 


2 
FW) 一 
yg{y) ze 
先 看 第 一 个 式 子 ,并 把 它 收 号 让 
dt 
ft 天 作 
或 em =ad (Fo), 
于 得 lm zc) 一 半 刀 [mou 


这 里 in ci 表示 任意 常数 , 所 以 
了 (四 一 Cueie 
同型 gt) — Cael”, 
最 终 解 得 te, 的 一 Ce， 
其 中 GO~ CeCs 仍 为 任意 常数 . 
习题 十 三 


1 求 下 列 各 题 的 他， 多 


1) 了 一 ee, w= 二， t= 


2) #=arctg ltt te}, C= 2 一 护 , t= 
3) sg—e mn", uy, = ny); 
4) 了 一 人 0 一 中 十 放 攻 二 3 二 2 
2， 求 下 列 函 数 对 自 变 量 9 z 的 -- 阶 俩 导数 ; 
1) w= far, by); 2 uf r+, os 


3) wfir+tyta, T+tD; YD wf( 各); 


5) wf t+, HY Zo) 0) df 


-- 65 一 


呈 ， 没 wufr， 的 "ot, 隐 ， 令 X=rcos 和 y=r sin 斌 由 
eu Lo Bd Bu_1lia do 1&% 
一 目 计 等 式 全 一 一 一 全 
厂 本 责 醒 :同等 攻 责 -了 贡 : 机 ”人 本 ， 
丘 ， 作 上 自 变量 给 换 , 2 9 一 yy 一 一 8.-%， 水 方程 


Bu A Eu 


六 Oy ‘0 
的 解 . 
5 作 白 变量 替换 : 4 一 z， tzy， 求 方程 
zy 0 
En Oy 
的 解 . 


6- 设 二 元 鹃 数 了 tw, 引 在 直角 学 标 系 里 可 写成 F(x,y) fC2) 十 g( 扩 )， 
在 极 绝 慰 系 疆 可 写成 Cz, 胃 一 SC, 试 求 出 二 元 函数 (x, 切 ， 
?了 ， 设 二 元 函数 (4, 办 首 直 区 内 标 系 里 可 写成 Fiz, == 了 (0) gy9)， 
在 慑 坐标 系 里 可 写成 了 (用 一 和 的， 斌 或 出 二 元 图 数 (4 扩 . 
8. 车 函数 5= ev 幼 漠 旦 方程 
este = 0, 
证 有 fc, 用 在 极 坐标 系 里 只 是 8 的 西数 。 
9.、 若 函数 s 一 Ge, 的 满 十 方 程 


站 


证 明了 Cx, 级 在 极 和 坐标 系 里 只 是 r 的 通 数 ， 
所. 了 3 一 阶 微分 形式 的 不 变性 
给 定 二 元 画 数 
z=—f (x, 的， 
当 z, 9 为 自 变 量 时 , 中 数 的 微分 式 为 


2 af 
ani 
车 v, 9 是 5 $ 的 函数 
人 外 DD, 
gg(8 HD, 


dy. (65.6) 


66— 


时 , 复合 后 得 8, # 的 二 元 甬 数 
sf lls, t), yls, t)). 


它 的 微分 应 是 
人 d+ 性 df (5.7) 
BA oy 
由 (5, 辐 知 ds de bs by 23 


G2 df or oF ay 


(UB 1 Bf 
把 它 代 入 (6,7), 并 合并 同类 项 得 
de ef (学 is+ 人 + ef (人 + 强直 
上 二 大 泸 中 的 到 不 是 虽 的 , 正 是 ws, ,yy(s, 蕉 
的 微分 ,因此 有 


-人 gw+ 代 
dz 下 cz 十 Ey dy. (5.8) 


比较 中 .人 与 下 .8), 我 们 可 以 看 出 ， 不 管 w, y 是 自 变量 还 是 
中 间 变 量 , 它们 的 微分 形式 是 一 样 的 , 这 个 性 质 呀 做 一 阶 玫 分 
形式 的 不 变性 ， 利 用 微分 的 这 一 性 质 ， 我 们 可 以 得 出 多 个 自 
变量 时 的 微分 四 则 运算 法 则 . 当 w "是 自 变量 时 , 我 们 有 

也 人士 骨 一 员 土 加， 

dD = dT Ay 

ut— dd 
3 


a 


出 一 阶 微分 形式 的 不 变性 , 当 妃 9 是“, 9 的 函数 时 ， 上 式 仍 
成 立时 外 当 子 仅 是 二 的 函数 时 , 注意 从 二. 中式 可 得 

df (wls, D)) =felols, Dads, 
这 样 连 同 微分 的 四 则 运算 法 则 ， 我 们 可 以 通过 微分 来 求 仿 导 
数 ， 


一 87 一 


Wo 4 
【 例 风 设 * 一 are 起 二 求 囊 ;， BR 


解 ， 
= 1 (多 = Ed Sy—y dy 
i+ (2) zw/ Wt 呈 二 “ 
全 
6 
由 明知 要- 到 -5 


可 Bz 
【 合 I0] 设 z=e*sintg 十 阴 ， 求 问 ， Wy 
解 : 
d=d(evsin(e+ oy)) 
~gin(e+oy) d(Ce™) +erd (sin (e+)) 
=sn(ti+ ed (my) + eeos(st+ Wast 
=etsints+o) (yar trady) tevoos(wt y) drt dy) 
= [ysin(g ty) +eostet) de 
te*[zsintst+g) + eos(w+y) dy. 


所 以 名 =er[ysin(z+ 挫 oos(z 十 拉 ]， 


条 -este+ 的 +eca 人 + 殷 ]， 


{全 1 设 w= 了 lay, 后 , 求 -到 三 ， 使 训 . 
解 : 
du = Fd (cy) + Fd ys) + fod (am) 
=fi(yartady) + hedy tyds) + fradst+adr) 
= (yf Dt {rf tafe) dy + Cf + fa) dz. 
所 县 全 一 + 开明 1 全 -二 


与 .4 变换 行列 式 


在 一 元 通 数 里 , 我 们 讲 过 反 函 数 的 求 导 公式 , 若 给 定 函 数 
zy=3(z)， 著 它 的 导数 连续 且 不 为 零 , 则 反 男 数 一"(g) 存 在 
且 


或 1 


对 二 元 现 数 我 们 也 有 类 似 的 反 商 数 概 念 和 性质 、 首 先 我 
们 对 公式 全 .5) 作 进一步 的 推广 .公式 后. 肋 利 用 矩阵 乘法 规 
则 , 可 也 写成 矩阵 的 形式 ， 


Bp Bw 
ds 

Bg Nf be 

(有 如 六 (二 如) oy oy) 
Os Of 


利用 这 个 写法 ， 我 们 可 以 把 复合 函数 求 导 公式 推广 到 多 个 因 
变 基 、 多 个 中 间 变 量 和 多 个 自 变 量 稍 形 ， 比如 说 有 "个 因 变 
景 , m 个 中 同 变量 , 才 个 自 变量 , 先 把 这 些 变量 排 个 队 , 称 之 为 
第 一 个 因 变量 , 第 二 个 因 变 量 直至 第 ”个 四 变 量 等 等 ， 那么 
推广 后 的 公式 ,左边 是 mx 和 拭 阵 , 此 环行 大 列 矩阵 , 它 的 元 素 
是 因 变 量 对 自 变量 的 偏 导数 , 如 第 行 第 了 列 元 素 二 sim 
1<j<< 人 D 是 第 个 因 变 最 对 第 j 了 个 自 变量 的 偏 导数 ， 公 式 右 
端的 第 一 个 矩阵 是 nxm 矩阵 ， 它 葛 元 素 是 因 变量 对 中 间 变 
量 的 仿 导 数 , 如 第 了 行 第 了 列 元 素 仁 Sism 1<j<m), 是 第 
4 个 四 变量 对 第 j 个 中 同和 变量 的 偏 导数 ， 公 式 右 端的 第 二 个 
矩阵 是 wx 矩阵 , 它 的 元 素 是 中 同 变 其 对 肖 变 量 的 偏 导 数 ， 


如 第 之 行 第 了 列 的 元 素 (jm, 1&j 所 有 人间 ， 是 第 5 个 中 间 
变量 对 第 了 个 自 变 基 的 从 导数 ， 比如 有 两 个 因 变 量 z, gy: 三 
个 中 间 变 量 4% 2, 芭 两 个 自 变量 9 万 则 求 导 公 式 为 


Be 
ar ww\ [fas Hw mi 全 
S | lia Bm wl oo 
3 By Wy Wy Gs ot 
EE Bu br dol\ ow Bw 
0 ot 
现在 我 们 引进 平面 上 的 反 孙 数 的 概念 ， 设 有 范 数 
人 D>, (6.10) 
y= YC 29), 


在 ww 平面 区 域 4 圭 定 义 ， 对 子 4 上 的 一 点 (ww，vo) 代入 上 
式 , 得 
{0 va), 
Yo —¥ Clo, V0). 
这 就 是 说 把 ww 平面 上 一 点 Ceo; oo)， 变 为 开平 面 一 点 Geo go) 
再 假设 当 点 (w, v) 跑 遍 整个 区 域 4 时 , 相应 的 点 (2, 扔 跑 遍 
wy 平面 上 的 区 域 D( 图 1-23), 则 称 变 换 (5. 匠 ) 把 区 域 4 变 为 


区 域 D. 
Ei 全 
可 ~ E i 


图 1 如 


一 7Q 一 


假定 变换 垣 .10) 是 一 一 对 应 ， 即 把 4 中 一 个 点 骞 到 五 中 
一 点 ,把 4 中 不 同 的 点 变 到 厂 中 不 同 的 点 ， 这 璋 逆 变 换 
站 DD), 
v= vz, W), 
存在 ， 逆 变换 把 区 成 刀 变 为 区 域 4 又 假定 变换 (6.10) 与 其 
道 变换 (6.11) 都 在 备 个 区 域 上 有 连续 的 偏 导数 (简称 连续 可 
微 ). 
首先 作 逆 变 换 后 . 革 )， 再 作 变 换 伍 .10)， 即 得 到 恒 等 变 
的, 用 复合 函数 欧 形 式 来 表示 , 即 
人 护 ， ak 内 为 
YE 的 ， Vy, 内 )， 
上 式 中 把 #4, Y 看 成 因 灾 景 ,把 &% “看 成 中 间 变 量 , 还 把 xz, gy 
看 成 自 变 量 , 应 用 前 面 所 说 的 复合 函数 求 导 规则 , 有 
Br dz Bu os 
10 wa 太 
(, 小 ay yo B00 
(Ou dv or dy 


(5.11) 


对 上 式 取 行列 式 可 得 
| ar Bm) |B Gu 
Ia Bl Be Oy 
1- |; 。 | (5.19) 
wy yl | a 
du ov Bm Oy| 


入 就 是 一 元 函数 反 函 数 求 导 公式 的 推广 ， 这 种 nn 个 函数 对 n 
个 变量 求 偏 导 数组 成 的 行列 式 , 称 为 雅 可 比 行列 式 ,如 上 式 第 
一 个 行列 式 称 x, 9 对 4 ”的 雅 可 比 行列 式 , 记 作 


ae, 办， De, 四 
了 或 语 - 


这 种 记号 指示 出 那 一 组 函 孝 对 那 一 组 变量 求 导 ， 它 是 一 个 函 
数 对 一 个 变量 求 导 记号 的 推广 ， 

行列 式 表 示 一 个 数 ，(5.I3) 式 说 明 两 个 数 相 滋 等 于 二 所 
以 这 两 个 数 必 不 为 零 ， 因 而 一 一 对 应 且 连 续 可 微 变换 的 雅 可 
比 行列 式 在 区 域 上 不 为 零 ， 此 外 , 注意 雅 可 比 行列 式 是 区 域 
了 D 上 的 二 元 连续 函数 , 一 个 连续 函数 在 区 域 上 不 为 零 , 必 处 处 
大 于 零 或 处 处 小 痒 零 ， 而 不 可 能 有 些 点 大 于 零 ， 有 些 点 小 于 
零 . 冤 则 根据 连续 函数 取 中 阿 直 定 更 , 就 会 得 出 在 区 域 上 某 
一 点 取 零 值 , 与 假设 处 处 不 为 零 矛 盾 ， 记 以 一 一 对 应 且 连 续 
可 给 变换 的 雅 可 比 行列 式 在 区 域 上 不 变 号 ， 且 原 变换 及 其 道 
变换 的 酚 个 雅 可 比 行列 式 或 同时 大 于 零 , 或 同时 小 于 零 ， 


1-24 


【 例 13] 证 明 变 换 % 一 志 一 035g 一 2ww， 把 区 域 4 w>0 

与 0< 妨 二 wl, 变 为 区 域 D， 0<w? 二 六 <1( 图 1-24), 目 求 
(7 ¥) tu ) 
6 2) az y)" 

解 ， 用 (7, 站 表示 ww 平面 上 的 极 符 标 , (p, 从 表示 wy 平 
面 上 的 极 坐 标 ,将 变换 改写 成 极 坐 标 形式 : 

和 

Y=27*008 0 sn d= rgin 20 


一 72 一 


本 Te 一 peo3， 
-3 生 


58 一 PS g, 

比较 后 , 得 到 极 坐 标 形式 下 的 变换 为 
{ow 
4 一 20， 


这 个 变换 把 io 平面 上 (rw, 的 点 变 为 乌 平面 上 (r” 20) 点 , 所 
以 当 we 平面 上 点 沿 半径 为 了 的 圆周 转 半 风 时 , 它 的 象 点 沿 半 
垂 为 Y2 的 圆周 正好 转 了 一 图 ， 于 是 变换 把 ww 平面 上 的 区 域 
4 0<r<l 与 0<98<n, 变 为 wy 平面 上 区 域 D. 0<p<< 工 与 
Op 

当 点 (oo 在 4 上 时 ， 


Bw 2 0) jo 
Bu 9) |20 2 (+) >0, 
自 G6.19) 知 3 革 呈 -二 


By) A 
再 利用 他 二 六 = 一)? 寺 dw = QT) 可 得 (qe, 纺 属 
于 号 时 有 有 
0{u, 9 1] 
5 人- 二 > 
若 考虑 区 域 中 ，0< 如 十 只 <T， 如 同上 面 讨 论 知道 变换 
轨 一 成一 Vy 一 2uw， 把 ww 平面 上 区 域 个 变 为 zy 平面 上 的 
DD < 十 态 近 1， 当 (ww 们 属于 少时 , 仍 有 
tv, 骨 
Olu, v) 
但 变换 在 由 上 不 一 一 对 应， 容 为 它 把 少 的 不 同 点 (x, 的 与 
人 fr，z 十 全 变 为 下 上 同一 点 人 13,20) = (528 十 20)，(0<> 
返 巧 .回忆 在 一 元 函数 的 情形 下 ， 若 wy 一 (人 在 某 开 区 间 上 
导数 恒 太 于 零 ， 则 y 一 了 (w) 严 烙 递 增 , 即 变 换 y 二 (2) 一 -对 


一 ta 一 


一 站 2 十 喇 ) 二 0， 


应 ， 而 对 二 元 函数 来 说 ,由 雅 可 比 行列 式 在 区 域 上 大 于 办 ,不 
能 保 证 变换 是 一 一 对 应 的 ， 所 以 要 考察 二 元 函数 的 变换 存 区 
域 上 是 香 一 一 对 应 ,只 能 具体 问 题 具体 分 析 , 不 能 仅 赁 雅 可 比 
行列 式 不 为 零 这 一 事实 就 作出 判断 ， 


习题 十 
证 win 
1 设 z 一 9 和 来 部 信念 必 环 于 后 。 


sn gw Cr; 的 Bl, o) 
3 设 2 有 


3. 设 w pi R OT WD 
3. 设 % 一 +0058, y 一 ?rain 四 7c 的 
4 设 j 一 一 7 机 3 
， 设 = 了 0089,y 一 ?nD, 8 求 Bo 0 
;0 
5., 设 T=PpRBinpo0s0, ga 一 nsingsinb z=peosp, 求 Se 区 9. 
yO 


第 六 节 ” 隐 削 数 微分 法 


好 -1 隐 和 函数 微分 


上 一 节 我 们 把 微分 法 推广 到 复合 应 数 情形 ， 但 它们 都 是 
显 函 数 ， 而 在 实际 问题 中 , 经 常 过 到 的 涟 数 关系 除 显 函 数 外 ， 
还 有 降 函 数 ， 即 因 变 量 与 自 变 量 的 对 应 关系 不 是 通过 明确 的 
公式 表示 出 来 , 而 是 通过 一 个 方程 式 来 确定 的 ， 这 一 节 中 我 
们 就 要 把 微分 法 推广 到 隐 函 数 芍 情形 ， 
如 给 定 方程 
二 六 十 必 二 BB 
当 (%， 内 为 平面 区 域 D: 好 十 妨 委 玉 肉 一 点 时 ,就 有 一 个 正 值 
z 使 其 满足 上 述 方程 ， 即 对 于 也 内 一 点 (%, 幼 ,就 有 一 个 正 值 
2# 与 之 对 应 , 根据 函数 的 定义 ，» 就 是 变量 w, 2 的 函数 , 这 个 
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函数 我 们 称 为 由 上 述 方程 所 确定 的 隆 孙 数 ， 婚 然 它 们 有 函数 
关系 ,我 们 也 亲 以 写 z= =(m 奶 , 这 样 写 法 仅仅 意味 着 分 y 与 
2 有 函数 关系 , 并 不 意 哺 着 知道 由 2, 9 求 * 的 明确 表示 公式 ， 
落 理 解 成 明确 的 玫 示 公式 ， 那 么 它 就 不 再 是 隐 盘 数 而 是 显 范 
数 了 如 由 上 还 方程 解 出 
= VR 一 

这 就 不 能 说 它 是 由 上 述 方程 所 确定 的 隐 函 数 ， 而 是 将 隐 孙 数 
变 为 显 函 数 了 . 

注意 ， 并 不 是 所 有 由 方程 确定 的 隐 函 数 都 能 解 出 因 变 县 
而 成 为 显 茵 数 形 式 的 ， 如 刻 卜 勒 方程 

y—z—esiny=0 (0s<l), 

我 习 可 以 证 天 任意 给 定 ;由 方程 总 有 一 个 8 导 与 其 对 应 ,所 
以 它 确定 一 个 隐 孟 数 y 一 ym) ， 伍 我 们 不 可 能 将 y 用 4 和 的 补 
等 函数 表示 出 来 . 

关于 降 函 数 与 显 函数 ， 事 实 上 我 们 并 没有 给 出 严格 的 定 
义 , 因为 什么 外" 明星” 什么 叫 " 公 式 " 等 名 词 ， 并 未 给 出 严格 
的 数学 定义 , 只 赁 常识 的 理解 .一般 来 说 , 由 公式 给 出 的 函数 
就 叫 虽 函数， 由 方程 所 确定 的 区 数 称 为 隐 范 数 ， 如 把 显 函 数 
2 二 了 lw, 力 写 成 z 一 fa, 用 ==0 的 形式 , 那 末 记 就 成 为 隐 函 数 
的 形式 了 . 

最 后 我 们 要 指出 , 亦 是 所 有 的 方程 都 能 确定 隐 函 数 。 如 
方程 


入 十 纺 十 守 二 一 1 
就 不 确定 隐 函 数 ; 方程 

旭 十 痒 十 如 = 
只 确定 岂 定 义 域 为 一 点 (0, 0) 的 隐 和 西数, 说 它 不 确定 一 个 隐 
函数 可 能 更 恰当 些 ; 方程 
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和 十 区 十 -天 
可 确定 出 两 个 连续 的 隐 函 数 , 把 它们 写成 显 函 数 的 形式 , 即 为 
这 样 , 就 提出 一 个 问题 : 给 定 一 个 方程 , 在 什么 条 件 下 它 
确定 一 个 隐 函 数 . 这 是 .~ 个 理论 性 问题 , 也 是 多 元 微分 学 中 
颇 为 复杂 的 一 个 问题 , 在 第 八 节 中 将 只 给 出 定理 的 叙述 ,下 面 
我 们 在 假定 方 查 确实 定 出 隐 酒 数 的 前 提 于 ， 来 讨论 隆 函 数 的 
微分 法 . 
今 设 方程 
Fls, y, 2)=0 
确定 隐 画 数 2=z(w, 胃 , 求 乱 ， 药 
因 4 一 z(w, 四 是 由 方程 所 确定 的 隐 阔 数 ， 把 它 代 回 方程 
应 得 恒等式 
了 人， y, zc: 2 二 0 
利用 一 阶 微分 形式 的 不 变性 , 及 恒等式 微分 后 仍 为 恒等式 , 我 
们 有 


aF aF OF 1 
tt 
设 3 *0, 解 出 由 得 
a 2F 
Or _ 
z= BF ur 2 dy, 
入 
2 oF 
所 以 有 0 oy 
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上 而 有 虽然 隐 范 歼 * 一 sz, 胡 没有 解 出 来 ， 但 它 的 偏 导数 
却 用 已 知 示 数 Cw, y, 分 的 仿 导 数 表 未 出 了 当然 在 偏 导数 


中 仍 全 有 变数 所 以 想 知 关 侦 导数 -区 ， -区 具体 信 是 不 可 
能 的 , 但 可 以 利用 它 米 讨 论 夭 数 的 一 些 性质. 
下 面 讨论 方程 组 情形 ， 一 般 来 说 % 个 方程 可 以 确定 个 
遂 数 , 如 方程 组 
[全 他 y=0, 
at y, 2) =—0, 
人 dy 史 
确定 隐 轴 数 yy 一 y(2), 2 一 x(4)， 求 如 ， 西 ， 
出 一 阶 微分 形式 的 不 变性 , 得 


"OF, HF. én 


| 各 +t 名 y+ 织 -0 
| tt Bra ds, 
2 [人 
[各 四 各 多 


把 必 、 尾 看 成 未 知 数 解 上 述 方程 组 ， 傻 设 吧 、 中 的 系数 所 组 
成 的 行列 式 不 为 零 , 可 解 出 ; 


OF 2 
i 
5a dz 53 2 
= BE 0 |__ Ol(%, 2) dg 
YT Ta BF DCF, Fa) 
Oy OZ Oly, 2) 
dF, OF, 
By Oz 
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(Fy, Fa) / BE Fs) 


所以 求 由 并 = 一 


四 a{m, 2) Hp. #) 
DP Fe) / OCP, Fa) 
HE, my /yo 


【多 二 没 了 tw 一 yg 一 区 一 0 确定 隐 范 数 2=*(%, 功 ， 
CoA 


求 祝 ， En 
解 ， 求 微分 后 得 
Pd(2—y)+ Frd(y~%) =0, 
化 简 得 Pde+ (Fa— Fi)dy— Pods—0, 
解 出 路 ( 设 本 0): 
六 PP 
二 一 如 dz 十 pr 1ay, 
2 
所 以 BB 


[ 例 中 设 e=y+esing(0<e<l, 求 到 
解 ， 对 方程 求 微分 得 
dz = yt 8 eosy dy, 
一 1 
ds 1+eooay. 
【 例 3] 设 方 程 了 lz, y, 2) 一 0， 可 以 把 任 一 变 基 确定 为 
其 余 两 全 变量 的 隐 函 数 , 证 明 : 


所 以 


解 ， 对 方程 求 微分 得 
OF a@F " 
和 az 十 页 dy+ Si =0, 
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出 上 式 可 求 出 (假设 三 个 偏 导 数 绒 不 为 堆 ): 
aF aF Wa 
EE__ Wy__ mm 
dr BF’ 0 9F’ é@y 35“ 
E23 BE 
: dr By 02 
所 以 WC 1. 
这 例 表明 ， 二 元 丁 数 的 偏 导 数 记号 与 一 元 函数 的 导数 记 


号 弄 不 同 ,后 省 可 以 看 成 一 个 分 式 , 而 前 者 不 能 看 成 一 个 分 


起 ， 多 是 表示 一 个 整体 的 记号 , 天 则 从 上 例 中 就 会 得 到 1= 
一 1 这 个 荡 记 的 结果 . 
[ 例 拉 wg 一 wD) gy 一 yw 2 2 一 so 们 , 取 w 作 


sp 2 
有 变数 , 冰 BB 
解 ， 出 题 中 前 两 个 方程 可 以 确定 刀 . ?是 %, 9 的 隐 函 数 ， 
即 
{ 护 ， 
v=v(w, 0). 
把 它们 代入 最 后 一 个 方程 得 
z=2u (wv, Y), vl, )). 
我 们 的 问题 就 是 要 求 上 面 函 数 对 zy 的 偏 导数 . 


先 自 复 含 函数 求 导 公式 得 
82 2 2 ,dd 
Bn 人 
为 了 求 出 缉 、. 名 ， 利 用 隐 画 数 求 微分 法 ， 对 是 中 前 两 个 广 
程 求 2 的 偏 导 数 ,我 们 有 
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Or du | Or Ov 


ar Or dv ar’ 


0 2 
ou Oy du 
dr dw Or fo 的“ 

人 Gob 全 Blu, 中 


把 它们 代入 全 .得 
Ce 0g, 2 


如 -和 
Bz Een to y)" 
Blu, 2) AO, 2) 
闻 理 可 得 
Q(x, w) 
ww, 0) 
dy 日 的“ 
Alu, 人 
习题 十 五 
1. 对 下 列 方程 确定 的 函数 :二 s(x, 分 ， 求 它 的 所 有 一 阶 偏 导 数 ; 
1) 和 十 归 十 六 一 Q7 2) wty+r=et 
工 a 
3 nf 4) 4 


5) gy++rr=1, 
2. 对 下 列 方程 确定 的 函数 yy(z),z 一 s(), 求 它们 的 导数 ; 
工区 十 W 十 一 由 + 十 #2 一 1; 
3) 13+ = py, T+Yy+# = 
3， 求 由 下 列 方程 所 衫 定 的 函数 2 一 ztz, 雪 的 微分 : 
天 (十 由 十 多 六 十 大 十 #3) 一 00; 
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-I 


cn w 


2) #=f (rs, 5—); 
WD fy ,2D = 0; 
4) Fx, 8 中 2 开赴 太一 由 
Bu Br dv 
Be By 
和 5， 设 各 = 中 十 t+ 引 二 地 十 碍 ,2 一直 士 如。 试 确定 鸭 数 ?一 Kxzy 胡 ， 并 求 
2 2 
dr’ Oy" 
6， 设 2 一 C08p008 有 ,yy 一 08038in9， 3 一 Sn9。 试 确定 函数 z 一 xm 办 
i 2 
7 还 数 2 一 2(x, 引 由 方程 
CE 
名 十 扫地 =/(5) 


4 设 ZI6 一 Nt 一 0, WED 一 工 ， 玉 怨 


所 确定 ,证 明 


《3 一 一 力主 十 2 名 2 
9 函数 =ztz, 只 出 方程 


下 2)=0 


x 8z 
< 
9 男 数 x=w(z y, 刀 出 方程 


Pl, WY, Uz) =0 


所 确定 ,证 明 


一 2 一 2 


所 确定 ,证 明 
1 
四 中 总 全 
所. 纯 曲面 的 切 平面 与 法 向 量 
在 第 四 节 我 们 讲 过 , 如 果 范 数 
ze 执 
在 (ze, 多 ) 点 可 微 , 则 曲面 在 冲 (wo, yo, (zo go)) 点 急 平面 


存在 , 其 方程 为 


of a 
za lg— go) 1 (¥— go), 


其 中 偏 导 数 在 go， go) 点 葡 值 . 出 解 析 拖 何 知道 切 平面 的 法 
向 最 为 


所 以 曲面 过 用 (wo, yo, 5) 点 的 法 线 方程 为 - 


30 
蒜 中 的 偏 导数 是 在 (mo, go) 点 家 值 ， 若 分 母 有 一 为 零 时 , 约定 


相应 的 分 子 也 为 零 ， 

设法 向 量 入 与 $、 刀 zz 轴 的 类 角 分 别 为 a、 有 、 ?7， 则 称 
cosgg，608 店 ,G09 站 为 法 向 景 入 的 方向 余 范 ,也 就 基 把 法 向 量 
并 单位 化 以 后 所 得 向 量 的 三 个 分 量 : 


0 地 CR 
Yi) + (8) 

上 面 三 个 武子 中 根 式 前 的 正 负 号 , 要 未 同时 到“ 二 ”号 ; 要 末 同 
时 取 “ 一 "号 如果 要 求 胆 面 在 《so，g%o，z) 点 的 法 向 量 向 上 ， 


一 3a2 一 


这 时 它 与 负 的 灾 角 小 于 980*， 估 此 法 向 量 的 第 三 个 方向 余 
总 必须 大 于 零 ， 即 cogy>0， 所 以 三 个 根 式 都 取 “ 十 "号 ; 如 果 
要 求 旧 而 在 (zo, go， 祝 ) 点 的 法 向 量 向 下 ， 这 时 它 与 轴 的 夹 
角 大 于 90"， 因 此 法 向 量 的 第 三 个 方向 余 束 必须 小 于 零 ， 即 
co8?<0, 所 以 三 个 根 式 前 都 到 "一 号， 

着 曲面 由 方程 


Fr, y, HW =0 
给 定 , 陷 求 曲面 上 一 点 型 (go 好 , 加) 的 戎 平面 与 法 向 量 。 这 
时 我 们 可 以 化 到 显 画 数 情 末 ， 设 方程 所 确定 的 隐 冰 数 为 
2 一 %05， 的 ， 
由 上 知 过 Meo， yo 加 ) 点 的 切 平 面 方 杠 为 


3 一 加 到 (8 zo) 十 芒 Cy —yo), 


利用 上 上段 前 结果 , 我 们 有 
站 本 ar 
2z 一 如 一 -人 人 一 加 )， 
Ea Be 


化 简 得 对 G-m+ 红 人 -和 二 芝 人 -=0 


其 中 偏 导 数 在 (zxo, 加 , 20) 点 取 值 , 这 就 是 所 求 的 切 平面 方程 . 
由 切 平面 方程 得 到 型 点 的 法 向 量 为 
-( 引 红色) 
or’ Oy’” Bz’ 


所 以 法 线 方程 为 


一 go YY -2 一 知 
日 及 日 及 aF ? 
本 本 
其 中 偏 导 数 在 Ceo, go 2) 点 取 值 , 若 上 式 分 母 有 一 为 堆 时 , 约 


定 相应 的 分 子 也 为 堆 . 
{例外 ” 求 档 球面 


在 必 (zo, yo, ?0) 点 的 切 平面 . 
解 ， 令 六 (> y, 仿 = 气 十 条 十 本 一 1=0, 


pe 
先 求 出 曲面 在 对 点 的 法 向 量 . 
7) 到 | 2m 
ly wly Ce? 


于 是 切 平面 方程 为 
-二 鸡 o-+ 吨 -=0 
区 总 下 在 于 同上 印 有 


所 以 本 球面 在 型 点 的 切 平面 方程 为: 


【 例 6] 确定 正 数 %, 使 曲面 gg 一 和 与 本 球面 而 各 二 + 知 


+ 号 =1 在 某 - 点 相 切 ， 
解 ， 设 两 曲面 在 用 (xo, go, 加 ) 点 相 切 , 则 两 曲面 在 对 点 
的 法 向 是 方 向 应 谈 一 致 ， 容 易 求 出 种 一 个 曲面 在 于 点 疯 法 
贺 量 为 ; 
6 


(Worn, Sor0, Poyo), 


樟 球 面 在 型 点 的 法 向 量 为 
{加 2yo a) 
mb oe 


两 法 癌 明 方向 一 致 , 则 它们 的 分 量 应 成 比例 ; 

Yo _ Loo _ Woyo 

2 2 

2 下 全 
把 上 式 改 写成 下 面 展 式 ， 
Koyoro _ Tove Togozo 

Da 2 208 

“ar Ba 人 
既然 上 式 各 分 子 相等 , 它们 前 分 母 也 应 相等 , 即 有 


2 3 2 
-首要 


0 如 
了 
叉 履 点 在 炳 球面 上 , 可 得 
网 - 允 - 工 
a 0 3 
由 此 推出 Ceratem) = BCabo)?, 
ono = ale 
Do20 3 可 


abo 
所 以 两 曲面 相 切 时 ,，X 应 为 可 -78 
堵 曲 面 由 参数 方程 
多 一 人 人) y=, 0), =2(u, O) 
给 出 , 两 数 在 ww 平面 上 的 区 域 4 上 定义 , 对 于 4 中 一 虚 Ca， 
wo) ,已 入 上 面 函 数 得 


一 gg 一 


mo (Wo, £0), go=Y Cl V0), 40= (U0, V0), 
这 就 是 说 把 (zw, sm) 变 为 空间 中 一 点 好 (oo gr, 加), 当 (路 
遍 整 个 区 域 4 时 ,点 型 就 在 空间 描绘 出 一 张 曲面 刁 ， 现 在 鉴 
求 这 个 曲面 在 型 点 的 切 平面 与 法 线 . 
先 由 参数 方程 的 前 两 式 解 出 
fe 轨 ， 
4 一 (2， 的. 
代入 第 三 式 即 化 为 显 函 数 情形 ; 
Zs YW), vr, )). 


2 4 
由 例 4 知 总 -全 器 ~- 语 


8 人 po %) pg_ or, 
A G0 Ba 7 Ge oy? 


所 以 项 点 的 切 平 面 方程 为 
2 一 20 一 A 20) 号 Yo), 


化 简 得 。 A(z 一 20) 二 BW 一 9% 二 D(x-20) =0, 
曲面 在 型 点 的 法 向 量 为 

N=- (4, B, OO), 
所 以 站 点 法 线 方 程 为 


TW 一 加 2 
4 B 人“ 


os yp 
AN J 上 面 的 4、 B,C 都 是 在 (wo, v0) 点 取 慎 ， 
4 


求法 向 量 分 量 4、 BC 时 ， 牙 可 比 行列 

式 中 分 母 wv» 的 次 序 对 结果 没有 影响 , 因为 

125 把 %、 2 次序 对 换 时 , 4、 B,C 都 变 一 个 符号 ， 

仍 表 示 上 曲面 在 该 点 的 法 向 量 ， 雅 可 比 行 列 式 中 分 子 的 次 序 不 
能 搞 乱 。 如 求 4 分量 4 时， 行列 式 中 分 子 的 次 序 为 y. 求 
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zy 分 量 召 时 ,行列 式 中 分 子 的 次 序 为 *. w; 求 z2 分 量 O 时 , 行 


列 
式 


-3 


式 中 分 子 的 次 序 为 %、y。 若 肌 图 I-35 来 表示 分 基 与 行列 
中 分 子 变数 次 序 的 关系 , 算 前 时 候 就 不 容易 搞 乱 了 . 


习题 十 六 

， 求 出 下 烈 曲 而 在 所 定 几 的 切 平 出 与 法 线 方程 ， 

1 322 十 202 一 2* 二 1 于 焉 人, 1 3) 处 

2) 4 天 十 2 避 一 招 一 22 十 2 二 0 于 了 人 二 名 钼 ; 
3) :一 ! 十 卫 全 于 下 (1 二 力 处 - 
求 曲面 轨 十 2 上 +383 一 对 的 平生 于 平面 zs 十 掀 二 G80 的 备 切 平 
面 . 
证明: 由 面 


VTiVytVi-Va (> 
的 切 平 商 在 坐标 攻击 下 的 诸 线 段 , 其 和 为 一 常量 . 
。 证明 : 曲面 (ez 一 gz, cy 一 58) =0 的 切 平面 与 某 一 定 直线 平行 , 其 
中 Gc 为 常数 . 
证明 :曲面 了 (了,， 池 ) 0 的 切 平面 过 一 定点 ， 欠 中 4、 be 
为 常数 . 
， 诗 明 ， 曲 面 qz+by 十 ce= 多 (如 十 妨 4 区 在 下 (rzo go 6) 点 的 法 癌 
县 ,与 向 量 (20, 如， 加 ) 及 (0 Bb, 加 共 面 ， 
.下 如 十 禾 二 等 一 1 帮 第 一 扫 限 中 一 点 ， 使 该 点 的 切 平面 与 坐标 
平 曾 所 园 的 休 积 最 小 ， 
求 下 列 上 半球 面向 上 的 法 向 量 的 方向 祭 骇 : 
要 六 十 好 十 好 一; 
2 + 十 各 二 249, 
.发 下 列 助 面 在 背 定点 的 区 平面 : 
4) Zacopeod, y—brospsing, zesinp 于 产 ( 人 ,po) 娃 ; 
2) w=W008t, y=uenv, e=0v 于 这 Cuo, V0) 处 . 
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6.3 间 线 的 切线 与 法 平面 
给 定 空间 曲线 : 
vo, yy(0), zh), 
其中 a<ieB， 当 t=t0 夺 ,得 到 曲线 上 一 点 型 ofzo， yo, 20)， 
其 中 
zo— P(to), Yo yto), %—2(to), 
求 曲线 在 村。 点 的 切线 方程 . 二 直线 的 点 负 式 可 若 ， 只 要 求 
出 曲线 在 台 。 点 前 切 向 量 ， 即 可 导出 


ye 人 切线 方程 ， 而 MM6s 点 的 切 向 量 可 通过 
撩 线 的 极限 来 求 内. 
为 此 我 们 在 Mo 点 附近 ， 任 取 曲 
线 上 一 动 点 
图 126 M(w(t), g(t), 2()) 


{图 1-26), 则 向 量 于 立 表 示 过 2。 点 割 线 的 方向 , 向 量 和 天 
除 以 1 一 的 向 量 仍 表 示 原 宙 线 的 方向 ,但 
WH (2 一 zi) YC yt) s(t (to) ) 
一 而 一 可 下 一 机 上 一 和 
当 动 点 到 沿 曲 线 趋 于 定点 Mo 时 , 即 4->0 时， 上 述 割 线 方向 
的 极限 向 晤 即 为 遇 级 在 Me 点 的 切 向 量 , 所 纵 Mo 点 接 身 量 下 
为 : 


T= Ce (to), y Ct), 2 (io)), 
这 里 我 们 假设 “C0) 十 gC0) 十 42( 和 0) 天 90。 知道 切 向 量 就 可 
写 出 过 六 。 点 的 切线 方程 


2 一 各 3 一 名 -2 一 四 


tt) Ytos 2 
若 和 分 母 有 一 为 堆 时 , 约定 相应 的 分 子 也 为 零 ， 红 点 的 法 平面 
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方程 为 
oo) Co— wo 4 Cio) CY ~— yo) Tto) fs 一 2) =0, 

【 例 7] 求 曲 线 y=w, 2 一 于 在 点 用 (全 二 1 的 切线 与 
法 平面 方程 . 

和 解 : 我 们 把 = 看 成 参数 , 曲线 的 参数 方程 为 

一 2 一 太 ， 
那么 它 在 好 虑 的 切 向 其 为 
T= (1, 1，22) [w= C1, 1, 2), 

所 以 过 如 点 的 切线 方程 为 


法 平面 方程 为 
mE— D+ (wy -1 +2(s—1) =0, 
化 简 得 fy 十 22 一 4 一 0. 
车 空间 曲线 是 两 个 曲面 的 交 线 , 它 的 方程 为 
fe 细 力 一 由 
(2 y, 2) =0, 

求 曲线 上 一 点 Mao yo, 20) 的 切 向 量 了 (图 1-27)， 我 们 通 
过 帮 何 方法 米 确定 曲线 在 访 
点 的 切 向 量 、 注意 到 曲面 


Pilw, gy, 办 一 0 在 用 点 的 法 , 6 
向 量 为 : ~ 2 
‘BP, BF, 3833| ” 


M(B Wy" 训 ) 图 27 


已 知 向 量 了 在 开 点 紧 贴 在 曲线 上 ， 也 就 紧 贴 在 曲面 可 =0 
上 ;而 向 量 和 全! 在 站 点 与 曲面 瑟 一 9 垂直 ,所 以 向 量 六 :与 向 
量 了 了 和 耿直 ， 辐 霸 , 曲 画 吉 (wy, 2) 一 0 在 了 H 点 的 法 向 量 


dF Fa OF, 
N.-( EE Oy 全 | 
也 与 向量 全 重 直 ， 因 此 向量 妈 可 出 催 量 如 与 和 Ns 作 向 景 积 
得 到 , 即 


i 7 &k 
a 2h 8F, 
TY-NxN-lB By 
8, dF OFs 
Be Oy x 
， (有 PY) dP, Py dm, Fh 
得 四 和 (各 全 全 ， 人 列 ) 
车 用 41. Br, 0O; 来 表示 宣 药 分 量 , 则 
(Pi 加 Bf 丙 BC Fr 
4 
这 些 行列 式 玫 在 点 (wo, yo, 2) 处 取代， 二 昌 线 在 六 点 的 切 
线 方程 为 


Po YY 0 
A1 Bi Or 


好 点 的 法 平面 方程 为 
dw 0) TT Bi(y— yo) TO te— 20) 一 个， 

求 切 向 量 的 4 、 杞 、Cx 分 量 时 ， 行 列 式 中 分 子 丙 与 PP 
的 次 序 与 结果 无 关 ， 因为 瑟 、za 交换 次 序 后 , 由、 画 、C 都 
差 一 负 号 , 仍 表示 曲线 在 大 点 的 切 向 量 ， 但 行列 式 中 分 母 的 
次 斌 不 能 摘 乱 ， 求 > 分 量 时 ， 行 疯 式 中 分 母 次 序 为 外 村 求 g 
分 量 时 , 行列 式 中 分 母 次 序 为 w; 求 z 分 量 时 , 行列 式 中 分 
母 次 序 为 zy， 

[ 例 8] 求 曲线 侣 十 妃 十 作 =403, ww? 十 力 二 2asw 在 点 从 (&， 
中 9) 处 的 切线 与 法 平面. 

解 ， 令 六 芒 拓 好 十 多 十 克 一 4 
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gv, y, HW + Qey, 


20, 9 | -| 2|| -dos 
则 A 5 好 | ay 0 dv 202 
_ 8(7， 们 加 2% 2r 
se el | ao- 
-记念 | -| 2 | 
用 dea, 切 | |2r—240 2y||y 和 
所 以 曲线 在 型 点 处 的 切线 方程 为 
vy-a Mr-g_ 2 以 3a 
一 4AA Do 0 dai 7 
或 ots 2 284, 9 一 a。 
凤 切 线 为 上 人 述 两 个 平面 的 交 线 ， 
遇 钱 在 好 点 的 法 平面 方程 为 
一 由/ Dero) 0 yD + da (2— Vv To) =0, 
化 篇 得 AZ 一 350. 
上 而 我 们 讨论 了 空间 曲线 前 切线 与 法 尝 面 。 若 给 定 平面 
曲线 


w=%(0), y= , 
要 求 临 线 上 一 点 及 (wo, go) 的 切线 与 法 线 ， 平面 作为 空间 的 
特殊 情况 《相当 于 z 三 0), 即 知 曲线 在 下 点 的 切 向 量 为 ; 

T= (w(t0), y' (to)), 


所 以 曲线 在 好 点 的 切线 方程 为 
2 一 2 _ YY 
to) yto)” 
线 在 并 点 的 法 线 方程 为 


Ho) (L200) y(t) Yo) — 0 


车 平面 曲线 由 方程 


中 (oz, 人 一 0 
入 由， 要 来 认 纵 上 一 点 (ow, 区) 的 纺织 与 级 ， 我 们 把 它 
作为 空间 贿 面 特例 来 处 理 ， 拒 
矿 (w, 奶 一 0 铸 成 空间 中 前 村 
人、 是 于 面 下 线 也 (o, 四 0 
， 御 二 上 站 移动 所 得 的 柱 画 ， 已 
知 这 个 曲面 在 点 (xo, 各, 的 外 


; (名 也 TD 葛 法 向 量 为 
EE =( 经 aF ) 
图 1 Ge’ Wy’ es, go’ 


法 向 量 六 在 点 (oo, 加 ,外 与 柱 而 垂直 , 也 就 与 柱 包 上 过 型 点 
的 平面 曲线 8Ge, y) -0 垂直 ， 但 法 向 量 六 实际 上 是 平面 问 
其 ,所 以 向 量 gp 3 

N- (各 到)|。 
为 曲线 (om 外 一 0 在 用 (wo, go) 虚 的 法 向 量 ( 见 图 1-28), 由 
此 得 出 曲线 在 六 点 的 切线 方程 为 


ap aF _ 
ps 他 + (一 名 ) 一 0 


曲线 在 开 点 的 法 线 方程 为 


外 一 0 YW 
HF 


Br 
注意 , 上 而 这 些 信 导数 都 是 在 点 (to, 和 %) 处 取信 的 。 


6G.4 平面 曲线 族 的 包 络 线 


下 而 我们 用 到 两 曲线 相 切 的 概念 ， 若 两 条 曲线 有 公共 
点 亚 , 且 奋 寻 虚 两 曲线 有 公共 的 切线 ， 则 称 两 曲线 在 型 点 
机 谍 。 


在 平面 上 给 定 一 曲线 族 , 其 解析 表示 为 
fr, y, o%) =0. 
其 中 a 为 参数 .着 轿 定 一 个 a==ao, 即 得 曲线 族 中 一 条 曲线 
了 Go 2 oo) =0. 
对 于 两 个 不 同 的 a, 所 得 曲线 族 中 的 两 条 曲线 ,它们 的 位 置 和 
形状 可 以 不 同 ， 让 ae 在 基 一 区 间 取 值 时 ， 我 们 就 得 到 一 族 曲 
线 . 如 


4 一 cg 十 of 

其 中 一 co<a 所 十 ce， 它 表 示 一 族 直 线 ， 是 一 特殊 的 曲线 族 , 
图 1-29 中 画册 直线 族 中 ws= 一 2, 一 1 0, 了 2 五 条 直线 ， 如 
果 我 们 设想 把 直线 族 中 所 有 的 
直线 都 画 出 来 了 ， 则 这些 直线 
只 能 汗 潢 zy 平 而 上 的 一 部 分 ， 
平面 的 另 一 部 分 是 这 族 直 线 所 
无 法 达到 的 禁区 ， 这 个 兹 区 的 
边界 由 图 二 和 9 看 出 是 以 原点 
为 顶点 ， 以 % 轴 为 对 称 铀 的 搜 
物 线 ， 这 条 抛物 线 就 浆 为 直线 
族 的 包 结 线 . 

当然 不 是 所 有 上 曲线 族 都 有 图 大 2 
包 络 线 ， 如 曲线 族 y=z+o， 这 个 直线 族 的 直线 填 满 整个 平 
面 , 我 们 说 这 族 直 线 没有 包 络 线 . 

上 面具 是 对 曲线 旋 包 络 线 的 一 种 直观 说 法 ， 曾 不 是 对 概 
念 的 兢 切 摘 述 ， 为 了 求 曲 线 旋 的 包 络 线 , 我们 不 能 停留 在 直 
观 的 说 法 , 必须 有 确切 的 定义 ， 我 们 再 分 析 一 下 上 面 的 例子 ， 
图 1-29 告诉 我 们 ， 直线 族 的 包 络 线 具有 如 下 性 质 : 抛物 线 的 
每 一 点 都 与 直线 族 中 某 一 条 直线 相 切 ， 而 且 直 线 族 中 每 一 条 


直线 都 与 抛物 线 切 于 一 点 ， 这 样 我 们 得 到 下 面 则 线 族 包 络 线 
的 定义 ， 

定义 给 定 一 曲线 族 , 若 有 一 曲线 存在 , 该 曲线 的 每 一 点 
痢 与 曲线 族 中 类 一 条 曲线 相 切 ， 而 且 曲 线 族 中 每 一 条 曲线 都 
与 该 曲线 切 于 一 点 ， 则 称 该 曲线 为 曲线 族 的 包 络 线 ， 简 称 包 
线 . 

根据 定义 ,我 们 可 以 给 出 由 线 族 的 包 络 线 的 求法 ， 设 给 
定 曲 线 族 为 

fr, y, 0) —D, 

设 对 应 于 a 的 那 条 曲线 与 包 络 线 的 切 点 为 (z, 咏 ， 因 为 我 们 
在 包 络 线 定 义 中 只 假定 曲线 族 中 每 一 条 曲线 与 包 线 只 切 于 一 
点 , 所 型 切 点 的 举 标 xz、y 被 = 唯一 地 确定 当 不 同时 ， 蕊 
点 (zm, 态 也 不 同 , 从 函数 的 定义 来 看 , 切 点 举 标 可 以 看 束 是 a 
的 应 数 , 即 


站 
za(o)， 
面包 络 线 就 是 由 这 些 切 点 组 成 ， 所 以 上 式 也 就 是 包 络 线 的 参 
数 方程 . 
任意 国定 参数 a, 切 点 Ce(@), go ) 应 在 曲线 了 (cg 四 
一 0 上 , 即 有 
flvla), yo), Os, (6.2) 
由 于 wx 的 任意 性 , 上 式 对 变数 a 来 说 是 恒等式 , 天 但 等 式 对 a 
求 导 仍 为 己 等 式 , 所 以 得 
fawn), ya), oe Ca) tfy wle), yA oy Cm) 
十 六 人 (oo 三 和 {6.3) 
出 上 段 知 向 是 
人 0), Co)) 
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是 包 缩 线 在 点 te(ao)，%fa) 处 的 切 癌 量 , 而 向 量 
(fll0), ya), 0), fulelo), yo 四) 
基 目 线 了 Cw, y, 外 一 0 在 点 (2(a), y(0)) 处 的 法 向 量 , 身 包 络 
线 的 定义 知 这 两 个 向 其 正 交 ， 即 它们 的 数 其 积 为 堆 ， 所 以 
(6,3) 式 就 变 为 
To yl), o =0. C6. 
出 (6,2) 与 (6, 和 就 可 联 立 得 到 包 络 线 的 参数 方程 应 满足 方 穆 
组 ; 
| ea gao o 一 省 
Fo 2 o) —0, 
具体 求 包 络 线 时 ,我们 只 要 解 下 潭 方程 组 ， 
{2 2 WD =0, 
Je Y, 0) =0, 
把 gy 解 成 第 三 个 变量 = 的 函数 ， 从 而 得 到 所 求 的 包 络 钱 的 
参数 方程 ,或 由 两 方程 消去 a, 得 到 “3 的 关系 式 , 这 关系 式 
即 为 包 络 线 所 要 满足 的 方程. 
【 例 昂 ” 求 直 线 族 yw 一 xz 十 吧 的 包 络 线 ， 
f(z, y, 0) amt+o—y=0, 
解 {0 ¥, A) =w+2a=0. 
贞 第 二 式 解 出 “= 一 竺 , 代入 第 一 式 得 
0 本 + 和 -一 
这 就 是 直线 族 的 包 络 线 , 它 是 一 条 开口 向 下 的 抛物 线 . 
【 仿 10】 设 ?>0 ec 为 参数 , 求 椭圆 族 


的 包 络 线 . 


fly, Y, 0} 2 二 一 人 -一 1-0， 


(人 一 
解 、 42 Dy 
Flr, Y, 0) — -or th a 0, 
由 第 二 式 得 yr 
代入 第 一 式 消去 2 得 
Wt Ty > 

化 简 得 一 的 

同 理 可 得 

8o2 一 吧 ， 

于 是 fr (eta 

最 终 得 到 包 络 线 的 方程 为 
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gw 


所 以 包 络 线 (图 1-3 中 是 一 条 星 形 线 , 它 与 籽 团 族 中 每 一 个 椭 
疗 在 四 点 相 切 ,可 见 , 包 络 线 定义 中 要 求 曲 线 族 中 每 一 条 曲线 
只 与 包 络 线 在 一 点 相 切 不 是 很 确切 , 确切 地 定义 应 这 样 说 : 给 


定 一 


曲线 族 , 若 有 一 曲线 存在 , 该 曲线 能 分 成 儿 个 分 支 , 每 个 


分 支 具 有 前 面 定义 所 述 性 质 , 则 旱 线 称 为 明 线 族 的 包 络 线 .如 
例 中 蚁 星 形 线 可 分 成 四 个 分 支 ， 即 分 别 位 于 下 个 象限 中 的 部 
分 ,每 部 分 具有 定义 所 述 多 性 质 , 所 以 星 形 线 是 精 男 族 的 包 络 


线 . 


om 


习题 十 七 


， 求 下 列 曲线 在 给 定点 的 切线 和 法 站 唔 方 程 : 


1) w=asinst, y=baintdost, 2 二 60081 于 t= 于 处 ; 


加 雪上 护士 列 一 6 2 十 十 2 二 0 于 到 四， 一 2 1 处 。 


， 在 曲线 g 一 只 ,9% 一 皮 上 求 出 一 点 ， 使 此 点 的 切线 平行 于 平面 十 38 


十 2 二 4 


证 明 , 螺旋 线 x~acost, y 一 4 3ini, 2 一 大 的 切线 可 抽 形 或 定 前 . 
、 证明; 曲线 = acreost, y=aetsint， z=aet 与 锥 面 人 十 态 =8? 的 各 


母线 相交 的 角度 相同 . 


， 给 定 拢 物 线 族 3 一 馈 62 人 二 鸭 吉 其中 加 为 常数 , 


< 为 参数 , 试 求 它 的 包 络 线 、 


， 求 圆 族人 一 的 2 十 凶 一 税 作 为 尝 下 的 外 各 的 
. 求 由 直线 总 所 组 成 的 族 


+ 异 ~! (其 中 了 为 常数 ， 直 厂 股 


Sng oos 


的 端点 在 坐标 轴 上 的 包 络 线 . 


… 求 直线 族 志士 下 区 1 人 > 0 为 常数 ) 的 包 络 线 ， 
1) 证 月 巾 面 这 ?二 at 十 也 十 0) 清 足 方程 
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2) 汪 明 上 述 曲 后 族 的 包 络 库 
| 


0=~z 一 -区 十 Pa。 


2 ,Bs 


也 满足 方程 五 ' 可 下 [提示 ; 把 a 者 成 x、9 的 函数 ] 


第 七 节 高 阶 导 数 
了 .1 高 阶 偷 导数 


在 第 三 节 我 们 利用 一 阶 偏 导数 , 得 到 了 极 值 的 必要 条 忻 . 
要 讨论 极 值 的 充分 条 件 , 就 需要 用 二 阶 偏 导数 ,在 许多 实际 问 
题 中 ,大 量 用 到 的 也 是 二 阶 偏 导数 , 二 阶 以 上 的 偏 导 数 用 得 较 
少 . 这 攻 我 们 就 来 讨论 高 阶 偏 寻 数 , 它 可 以 看 成 微分 法 在 阶 
方面 的 推广 . 

设 在 区 域 卫 上 纵 定 二 元 函数 *= 了 Go， 殷 ， 它 关于 wy 的 
偏 导数 


falw, 及 ， 亡 人 内 
仍 是 区 域 五 上 的 二 元 函数 ， 既 然 是 二 元 函数 ， 我 们 可 以 再 求 
这 两 个 二 元 函数 的 偏 导数 (当然 假设 这 些 偏 导数 存在 )， 对 
户 (v; 胃 , fylw, 阴 求 出 的 偏 导数 叫做 2 一 了 Cw, 9) 的 二 阶 偏 导 
数 , 接 对 变量 求 导 次 序 的 不 同 , 共有 下 列 四 个 二 阶 仿 导 数 , 通 
常 记 作 : 


训 ( 抽 - 问 oo 二， 


总 ( 扣 )- 才 和 -i 作 oD)， 
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高 ( 邑 )- 总 2 了 je 功 ， 


癌 ( 吕 )- 妊 -As 人 


其 中 第 二 .三 个 二 阶 仿 导 数 , 称 为 函数 的 二 阶 混合 偏 导 数 . 同 
样 可 以 引入 函数 产 w， 护 的 三 阶 、 四 院 以 至 ” 阶 偏 导数 的 概 
念 ， 因 对 每 一 个 二 阶 信 导数 可 求 得 两 个 三 阶 偏 导 数 , 所 议 二 
元 图 数 共 有 字 x2 一 妆 个 三 阶 偏 导数 . 修 此 类 推 ， 函 数 
Fo 芒 共有 2 个 如 阶 偏 导数 ， 二 阶 及 二 阶 以 上 的 偏 导数 统 
称 为 函数 的 高 阶 偏 导 数 ， 高 阶 仿 导数 中 除去 每 次 接连 上 只 对 z 
求 导 和 每 次 接连 只 对 y 求 导 的 两 个 高 阶 偏 导数 外 ， 其 它 都 称 
为 高 阶 混合 今 导数 ， 
【 例 廿 设 2=e™, 求 它 的 二 阶 偏 导数 , 


如 一 和 2z _ 
解 罗 。 事 -ooo 是 -ao 
所 以 名 
2 
te (I + oy) ee, 
zz 
Be e+ weyers (1 -wy) ee, 
Cg 


【 例 习 设 ? 一 are 霹 世 ， 求 它 的 二 阶 偏 导数 ， 

解 ， 这 个 函数 入 是 点 (2 9) 的 极 角 ， 所 坟 在 除去 原点 的 
全 平面 上 不 是 单 值 示 数 , 但 在 除去 射线 一 <x<0 的 全 平面 
上 可 以 取 定 一 个 连续 的 单 革 分支， 现在 我 们 就 对 这 一 个 单 从 
人 秃 支 (一 xm<z<m) 求 偏 导数 . 


因 Bs ___Yy 0 _ 
Ee typ” Oy m+ 


所 专 
Gz _ 


or Br 


=)- 203/ 
Fy (8 
)= 到 区 YY _ 久 一 
Pp) rn yy 
7 )= CT 一 wo 氏 一 的 
Ty (十 及 (+ 


hd 


| 
加- 高 (- 
大 (如 


EE 
2% 8 2 
EE Cr 
由 上 面 两 例 看 出 , 苞 数 的 两 个 二 阶 混合 偏 导 数 相 等 ,好 
Bi Bi 

EE CD 
发 现 这 一 事实 并 不 因 难 , 但 现在 来 证 还 颇 有 些 难度 。 在 下 一 
章 , 我 们 将 作为 重 积分 的 应 用 , 而 顺便 证 明 下 列 定理 : 车 两 个 
混合 偏 导数 在 区 域 D 上 二 元 连续 , 则 它们 必定 可 等 ， 这 里 混 
合 偏 导 数 是 连续 的 这 个 条 性 不 可 缺少 ， 否 则 我 们 可 以 举 出 反 
鲍 , 使 混合 篇 导数 在 一 点 不 等 ， 通常 我 们 过 到 的 函数 都 是 初 
等 函数 ， 各 阶 偏 导数 总 是 连续 的 ， 因 此 混合 偏 导数 总 是 相等 
的 . 

进一步 我 们 可 以 得 出 一 般 人 竹 结论 ， 只 要 高 阶 混合 偏 导 数 
连续 , 则 求 导 与 次 序 无 关 ， 如 

BO% 0 6% 
Bo52 Odyor% By 

上 面 三 个 偏 导 数 都 是 一 次 对 9 求 导 ,两 次 对 x 求 导 ,内 是 求 导 
的 次 序 不 同 。 利用 二 阶 混合 偏 导数 相等 定理 , 不 难说 明 上 式 
威 立 ， 要 说 明 上 式 第 二 个 等 号 成 立 ， 具 要 把 二 阶 混合 偏 导 数 
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相等 定理 , 应 用 到 冰 数 名 身上 , 即 可 看 出 等 号 成 立 。 要 说 明 


工 式 第 一 个 竺 号 成 立 。 只 可 把 07. 攻 对 避 情 求 一 次 信 导 数 ， 因 
为 恒等式 求 仿 导数 仍 为 恒等式 , 所 以 第 一 个 等 号 成 立 . 

这 样 ,根据 混合 偏 导数 与 求 导 次 序 元 关 , 求 二 元 栈 数 的 % 
阶 偏 导 数 时 ,原来 于 求 2 个 于 阶 信 导数 ,现在 个 数 天 天 减少 ， 
只 需求 mw 个 w 阶 含 导数， 具体 求 对， 例如 可 以 先 和 集中 对 
求 热 后 再 对 9 求 , 它 的 n+ 个 为 阶 偏 导数 为 

0 
[ 例 习 z=0erm， 其中 a、5 为 常数 ， 求 它 的 阶 仿 导 


下 解 ，2 一 后 :eo， 先 对 求 mm 一 下 次 偏 导数 得 
再 对 2% 求 大 次 偏 导数 ,得 
Be (F=0, 1, 17°, 只。 


[ 例 尽 证明; 函数 & 和 = 了 mvo 二 在 定义 域 上 满足 拉 普 
科斯 方程 


Bs dew _0 
5 Br 


解 ， 已 知 
RE 
2% w+ dy + 
进一步 可 求 得 
Bw wt 2 ， 咏 一 矿 
Ea (r+) (+ 
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Bw HY 过 一 扩 


本 
Fy Fw 


所 以 


> 1 ro 3 间 
[ 例 加 证明, 函数 “i 在 定义 域 上 满足 
拉 普 拉 斯 方程 


Ou | dm | dr 


Bt 


解 ， 为 了 计算 方便 ， 引 入 中 间 变 量 ? 一 人 本 十 急 二 本 ， 则 


1 Br _ 加 
WT 因 让 一 了 ， 所 以 
Bi dr lr 
dr dr dr 2 和 
Ou 1 ss 97 工 Bm 
Bo? rs Pt Om Ts 


由 于 项 数 % 对 自 变量 sy、 z 是 对 称 的 , 上 只 要 把 x 分别 换 
成 y 和 2 即 可 得 出 其 它 两 个 二 阶 仿 导数， 于 是 有 


Ou _ 1 3 
Br 
Bm __ 1 3 
避 六 名 的 
所 以 Om Bat Dat 8 3(22 十 扫 十 地) 
人 
Dr 2 Oe 个 他 
3 3 
=-- 训 + 站 -0 
习题 十 八 
1. 求 下 列 函 数 的 二 阶 偏 导 数 : 
1) 8 = dy; 2) st 
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EE 


9) s= VT; DD 2 一 75 人 十 的 


5) #=In(r + ); 0) w= (sy), 
， 求 下 列 函 数 所 指出 的 高 阶 偏 导数 . 
Bt Ass 


DD) 一 Su 二) 式 Er; 


2) 2=rhn oy), k a 
3) s=ln ast by) , 5 为 常数 ), 求 Wr 全 


4 5 一 326zt7 求 二 ps 《一 0 了， 儿 ) 


Tr 和 


- 设 g 一 kfec, 六 ,一 5 护 宪 区 域 了 上 有 二 阶 连 续 俩 导数 , 且 一 阶 


偏 导 数 满足 方程 : 


证 明 ; 必 一 扒 ， C2(3, Ji 卫 上 满足 拉 普 拉 斯 方程 ， 


.证 明 函 数 
”24ezrE 
+ FT 
在 定义 域 上 满足 拉 痊 拉 斯 方程. 


- 设 w=t(z 的， 一 az 防 定 洪 足 习题 三 的 条 件 下 ,只 满足 


二 v2 埠 =C 0O> 0 常数 ) 
证 明 : % 一 xx， 0 vr, 朋 皆 为 常数 . 


.证明 曾 数 w= ye @@、8 为 常数 ) 满 中 名 传导 方程 ， 允 
ap Ou 
Baxz2 


- 证 明 函数 g% 一 9YCz 一 c 十 出 (二 cf (tps 下 为 任意 可 微 函 数 ) 满足 弦 


Ean 


= Ex 2 
报 动 方程 ， -一 和 


证明, 着 函 数 &=utz, 办 ,2 一 9%, 2 ?请 足 拉 普 拉 斯 方程 ， 风 


有 


OC) | Fu Gu) 红 这 Br 二 2 2 | 2). 
Dr: Sy Ba 2 or 1 dy 加 
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7 了 ,2 复合 函数 的 高 阶 导数 


设 3 一 7 个 ， 侧 志 六 义 是 = 的 函数 
人 0, 
六 一 人 (2 的 ) 。 
今 求 复 合 函 数 3- 人 (e, ,9(z, 执 ) 的 二 阶 偏 导数 ， 因 已 


知 
名 _ 人 好 状 | 太后 


er HO On 6! 
@ FB 8 on 


WH Kt: 
进一步 来 二 阶 偏 导数 时 , 注意 引 、 绢 仍 是 名 3 的 函数 ， 记 
以 Ed 
和- 党 类 :各 基 关 章 歼 
Wa 
+ 


琵 而 五 十 交友 Br Be 
OF /a FF ED 
天 人 ) 12 


PF /on Bf PE Of 
+ (全 ) + 立 Ba + 部 5 
加 果 给 出 了 6, 巷 ,， Elz 仿 ， 9 用 的 具体 表示 式 , 则 上 面 结 
果 中 的 每 一 个 偏 导数 都 可 以 具体 地 求 出 来 - 


同 再 
Oz _ Of {EY Of ME on /mY 
(+2 态 丰 的 六 + 人 (名) 


人 十 时 2 
tae Br on oy” 
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0% _ OF RE A Bn .0A Bn 
可 本 闫 + 和 ( 狂 Wy ee ) 
Fn 
a oz dy dE EE 37 ry " 
[网 6 设 :-f (ey, 分 ), 求 其 三 个 二 阶 偏 导 数 . 
解 , 西 豆 - 84 二 态 如 一 明 -本 及 
所 以 


Sy [fy ti os [er 及 二] 
PP 太 孜 
0 0 for fl ) A 


ee 


9 


1 r 1 
= wyfhs - 货 tf 


条 -etme 到 |- 疝 ae 全 
号 克 + 路 有 


二 加 必 -aa 本 三 

T 例 7】 设 画 数 Cr， 请 
8 8 

i 

证 朋 ， 西 数 = 汪 呈 ， 一 NZITW 革 本 , 满 是 方程 


Bu du Ew Bu 

2 一 一 一 | 一 一 -一 
(+ )- 证. 
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解 ， 因 
O_o (但 ,让 ). 生 


Bm Or dr ‘Or 7 /er 
所 以 
8 _ 9 (1 fa.s 
Or Dr rt riér 7 
+ 六 二 人 2 则 


-条 让 
+1 (至 江 工 _ 二 和 2 + 
上 ey 他 


2 ou _{(oHF 1 oF8,1 f 
Oe (六 人 2 2 


一 106 一 


Of? BY nr” 
2 Of 有 
由 条 忻 6 7 3 ; 即 得 
af Om OW , uy_ Pw 
° (六 ER )- 6 
习题 十 九 
1 求 下 列 阔 数 的 二 防 偏 导数 . 
DD wu=f(ar, By); 2) w=f (TT 一 护 : 
DD Hf, rp); 有 十 2 加 十 访 十 的); 
uf(E, ¥); 6) Wf (eT), 
2. 着 了 (#, 四 满足 方程 
Per EF 0 
区 0 
证 明 : 函数 » 和 
1 -0. 
ES 可” 


3. 设 W= 了 f(r, 切 , 而 f=#eosa-nana, y=tsiha+neosa (a 为 常 


数 ), 证明 ; 
WA ), 人 8 
( 任 )( 吉 )( 避 广 ( 坟 ) 
Ga 


Bt Bt 


4， 证 明 ， 函 效 uw 2 二 Ce 满足 方 各 


3. 二 .3 Bi 
ta 


(其 申 ,01, 04 为 常数 ,7=VO 十 严 二 2。 


= 


他 . 仿 ” 隐 函数 的 高 阶 导数 
设 方程 Fle, ¥, ©) =0 
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确定 隐 汞 歼 *=z(z, 9)， 试 求 它 的 二 阶 偏 导数 。 
先 求 一 阶 偏 导数 , 我 们 有 


2 ,mm 
Do Be dm 7 
-2 
oF oF Be (19 
2 人 
要 求 生生， 上 而 第 一 式 对 = 再 求 一 次 ,得 
BF FF Ca -这 穆 
(人 EE 关 )+ (+ 2 
OF Ex 
你 ed 
化 简 得 
PP og PP 8 PP 国人 和 二 
Or EE Bz ( 瑟 B do 7? 


由 他 . 允 武 解 出 -3 并 代入 上 式 ,化 简 得 
SE (EY -3 OF OF oF 


dm \ Bs HB Oz 
(入) + 加) 总 -0 
所 以 
2 和 (第 ) -站 入 + 名 名) 
人 (全 | 
Ox 


间 理 可 求 出 其 余 的 二 阶 偏 导数 ， 
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2 (EY oF OF DR PF (他 


EE Wo ty 
By OF \s > 
(全 ) 
Ba 丽 /31 BF BF OF 
Dr 3m ( ~ Ors dy 2 
Ow Oy OF 
( 先 ) 


Gp 3 OF FP OF 3 了 
dy or bs dn br By 


(人 全) 
3 
{ 例 8 设 方程 区 十 护 十 吉 一 1 确定 隐 冰 数 2=2(%, 作 ， 
求 它 的 二 阶 人 篇 导数 . 
解 ， 方 程 分 别 对 2、 求 售 导 数 , 得 
Ea Ga 


yy gy tt 1 0， 人 (7.9) 
Ed Ea 
- < 一 十 和 -一 一 0. .4 
作 十 2 十 六 部 十 引 到 (7.4) 
Ge y+ 名 Ed 
| = 一 一 
解 出 Dr wty’ Ov w+ 


为 了 求 全, (7 .8) 式 对 再 向 一 次 , 得 ， 


ba 多 


Ea 
y+ 十字 0, 


Bm A 让 


2 
9% _ 26 2(y+0 
因此 二 于 
由 w, yy 的 对 称 性 , 可 知 
ds 2(z 本 共 
Bp (eT 
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为 了 求 .22 ， (7. 人 9 式 对 g 再 微 一 次 ,得 


Bo 人 
0 
二 酶 + 两 而 六 2 Bw 0 
Be Bw 
因此 2% __ lat» 
dr oy wy {s+ 


【 例 纪 设 w 一 eospeosy, y 一 cospsin 灿 ,4 一 sing, 这 样 
确定 了 函数 ?一 stm 的， 求 .号 


解 : 出 前 两 方程 中 解 出 Bg、 业 是 4 的 五 数 , 然 后 代入 第 
三 式 妈 得 s 一 z《w, 扮 ， 所 以 因 变 量 是 2% 中 间 变 量 是 gq 出 自 


变 基 是 必 . 
第 三 式 对 4 第 两 次 得 
亲 -m9 候 ， 
Bz ， Bop? Bp ~ 
5 smg( 到] 于 5089 Br C7.5) 


为 了 求 经 ,由 前 西式 得 到 


1- -sing cos 外 -oop sin 由 并， 


0=- —singsiny +ospeoswr ob 
解 出 Og eos Oy sinw 
所 以 Ox sing’” Dr Cosp" 
上 
Op 
dp 8 sz) - —sinf sing Br 008 008 9 Br 
Ge” -高 ( 代 sing 
in 由 sin* w+ cos*w cos” gp 
sin’g cogp " 


一 119 一 


把 所 得 结果 代入 (7.5) 式 ,得 


Oz 087 凡 {sin sin? @ + cos? 0c0s* g) 
Bo Sn9 sin*g wosp sin’ gp cosg 


sin? g cos? + sin sy sin g++ cos cogtp 
sinig 


Sn pcos gp cos 村 
sinsg 


习题 二 十 


1. 求 由 方程 名 十 革 辣 二子 一 1 所 确定 的 钉 数 2 二 xs(z, 及 的 所 有 二 阶 福 


导数 ， 
2. 求 由 浪 程 组 +=# 十 "y= 霹 十 坟 所 确定 的 函数 一 ac 切 ,，? 二 
Lz, 防 的 所 有 一 院 信 导数. 
3. 求 由 下 列 方程 所 确定 的 函数 w=wtz, 幼 的 所 有 二 阶 偏 导数 : 
1) w=ystert ey, B+ =1; 
2) =xy4, 十 二 一 1 
4 证明 ， 由 方程 4 一 y 十 2p (C4) 所 确定 鸭 通 数 4~w(lz, 妇 满 足 方程 


a BE 
mr -总 0 名 | 
Be2g Bd 
Br 访 朋 dP: 
6 证明; 出 方程 y= 2 (3) 十 出 () 所 确定 的 函数 x 一 zx, 从 满足 方程 
Ea Ee 2 人 zy Fe 0 
| 3 机 页 而 玫 可 ) Br 
- 求 下 胞 函数 :一 zz 功 的 二 阶 偏 导 数 : 
D zf ty, ei) 
2D fir—y, ye z—D) =0. 


6， 设 一 W008V， 二 村 国 h V8 二 涂 


Ey 


了 .全 变量 坷 换 
许多 实际 问题 可 以 归结 为 求 带 有 二 阶 偏 号 数 的 偏 微分 方 
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程 ， 求 解 这 些 方程 往往 要 作 和 变 景 替 换 ， 使 方程 形式 变 得 简 
单 ， 战 使 方程 由 直角 坐标 系 变 到 其 它 坐 标 系 中 ， 使 其 便于 证 
论 。 下面 我 们 以 拉 普 朱 斯 方程 为 例如 以 说 肯 ， 

方程 


Ba 0 Bm _ 
Br =0 (7.8) 


称 为 平面 拉 普 科斯 方程 ， 方 程 的 连续 解 &=2%(o, 幼 称 为 调和 
通 数 . 如 果 在 圆 形 区 域 上 求解 方程 时 , 我 们 常常 采用 航 谷 标 
系 , 这 就 要 求 把 直角 举 标 系 中 的 方程 (7.6)， 变 到 极 坐 标 系 中 
的 拉 普 拉 斯 方程 . 

已 知 直 和 角 坐标 与 极 坐标 的 变换 公式 为 


{ 


y=7 sin 0, 

耳 教 w=w(w, 仍 经 自 变 量变 换 后 , 就 变 为 "8 的 函数 ,好 
U=u co08 0, 7 sin DD =u, 及， 
注意 这 里 4=wlw, 四 是 未 知 汞 数 ， 我 们 把 变换 后 的 函 教 也 写 
成 uw 一 wr, 人 ,并 不 是 说 它们 有 椒 同 的 函数 关系 ,只 意 际 着 现 
在 的 函数 wlr, 6) 迁 由 原来 函数 &(o, 四 变 来 的 . 今 要 出 
uw%, 殷 满足 方程 (7 .6) 来 推 得 函数 &=t《7, 站 所 应 满足 的 方 

程 ， 
我 们 把 w. gy 看 成 中 间 变 基 , 把 x. 和 看 成 自 变 量 ( 车 把 %、 

y 看 成 自 变 量 , 把 *、6 看 成 中 间 变 其 也 可 以 ), 这 样 来 求 原画 
数 的 偏 导 数 与 变换 后 函数 的 偏 导 数 之 间 的 关系 . 先 求 一 阶 偏 
导数 ， 

Ou Bu 8 | 而 Or gu 

dt Bm yy or 
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(一 rsin 的 + 名 eeg)， 


再 求 二 阶 候 导 数 


吾 六 (从 Jo0r 昌 (人 m 


+( Gru 008 6+ 一 


8 8 /uy Bu 
i a 

a fou Ou ， 
(Dy 


bs 
十 了 e080 [#0 二 (reoag)] 


一 人 Ou oog 0+ OW gin 0) ~ rgine 


BE Oy 

tr 名" 全 
Fn 
因此 极 坐 标 系 中 的 拉 普 拉 斯 方程 为 


[ 例 10] 在 函数 % 一 Fw, 空 十 扩 ) 类 中 求解 拉 普 拉 斯 方 


du 
9 ge 


—2r?sing eosd 


程 
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2 2 
解 : 显然 ,我 们 可 把 问题 化 到 极 坐 标 系 里 来 讨论 , 即 在 形 
状 为 w= 了 (r) 的 函数 中 求解 控 普 拉 斯 方程 
既然 画 数 不 依赖 守 9， 记 以 问题 变 为 只 合 一 个 自 变 量 的 方程 ， 
相应 的 偏 导数 记号 改作 导数 记号 ， 邑 求 函数 %= fr) 使 其 满 


足 方程 
1 4g du 
Ba 
Ea du 
或 苏 攻 -0 
解 得 7 一 Ca 《Ca 为 常 才 )， 
dr OO 
dr rr” 
所 以 4 一 Cimr 十 CO 《02 为 常数 )。 
最 终 我 们 求 得 解 为 


4— Oh Mot +O,, 

如 果 不 要 w= 了 fC 中 十 妨 ) 形 状 的 解 ， 则 拉 普 拉 斯 方程 的 
解 有 无 穷 多 个 , 例如 吃 一 岂 ，2ag，esiny 等 等 都 是 解 ， 

利用 上 曾 的 结果 ， 我 们 可 以 得 出 空间 拉 普 拉 斯 方程 在 柱 
坐标 和 球 开标 系 中 的 形式 给 定 空间 直角 坐标 系 中 的 拉 普 拉 
斯 方程 
=0, (7.7) 
作 自 变量 变换 
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区 二 009 录 
y="7 sin 0, (7.8) 
| 一 多 
由 原 自 变 其 myY、* 蛮 到 性 坐标 系 中 的 柱 舟 标 六 愉 z 事实 
上 第 一 个 变量 并 未 变 ， 可 以 归结 为 平面 直 前 坐 丘 与 平面 极 翟 
标 之 问 的 变换 , 套用 前 面 的 结果 , 得 到 柱 坐 标 系 中 的 拉 普 拉 斯 
方程 为 


Om ,1a 1 Bw | 0% _ 
BI Br | + Ea -0. C7.9) 
考 把 空间 直角 坐标 变 到 空间 球 坐标 系 , 即 
w=psing oosg, 
y=paing sind, 7.10) 
2=p 00s9, 


而 这 个 变换 可 以 看 成 下 面 两 个 变换 

w= C0080, 2=p Cos, 

y=rsin9， 及 | 

日 一 月 

的 复合 . 光 作 第 一 个 变换 时 即 得 方程 (7.9), 对 方程 (7 .9) 再 
作 第 二 个 变换 时 , 注意 心 *) 与 (p, 中 之 间 的 变换 正好 是 平面 
直角 举 标 与 平面 极 坐 标 之 间 的 关系 , 所 以 


ow Ou B11 Pe 


Y= 


Fro" tp gw Bp (tl) 
Bu Bu Bu so - 
为 了 使 (7. 纺 中 的 十- 由 可 "如 中 示 册 来 . 我 们 有 


rep Gap’ 
HW Bu 2 8 


人 Br BU 防 


du Be sin gH Ou eos 
或 Bp Or 如 ’ 
Bax Er 
9 
解 上 出 
Bu Bu Cosg v.12 
Br dp Bp PP“ ‘ ) 


把 人 .12 (7 .1 力 代 入 6. 肋 得 ; 
om Te 1 Ba 1 Ou Bi OOS 
-一 人 + 
0 Pop 1p om plnp\dp" ? Bp p ) 
1 2 
FF 305 
化 修得 
Fu ,2 Bu By cog Bu 1 Bu_o 
00 po rr op peng dp Pang 30 


=0, 


或 
1 8 Bu 1 下 
p 让 下) 二 方志 六 (sme 起 ) 
_1 ow._o 
Dp 0 
这 就 是 球 坐标 系 中 的 拉 普 拉 斯 方程 . 
习题 二 十 一 


1. 在 函数 类 x+=F(Y 到 十 太 十 二 中 求解 按 普 拉 斯 方程 


2 利用 方程 站 车 的 租 为 = 了) 90， 试 作 自 变 最 替换 =z 


十 如 = 一 + 米 求解 训 振 动 方程 
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dy 2 

5 

3， 用 变换 二 一 z 寸 3/ nn 一 2 十 # 米 角 方程 
日 人 BE 0 


Br 1 BP 
4 用 变 拘 zme, y=e 来 朗 涩 方程 of 信和 +2ony 刀 各 7 全 
一 0( 其 中 4、5、* 蜀 为 常数 ) . 
2, 
5， 解 方程 54 区 十 角 2 +37 
6 在 函数 = F(V 到 十 好 十 郊区 中 求解 方 吉 
Pw, 小 Lo ba 
Bry 侣 + BY Br 
[提示 : 化 为 球 坐 标 系 后 ,考虑 通 数 ww 一 rw， 再 对 函数 名 应 用 第 23 题 
的 结果 ,] 


全 +g 名 


9 By =0, 


第 八 节 泰勒 公式 


在 第 四 节 我 们 讨论 了 二 元 函数 *=F(o, 四 在 一 点 的 微 
分 ， 微 分 的 意义 就 是 在 一 点 附近 用 一 次 多 项 式 峙 逼近 一 般 的 
函数 .但 在 有 些 实际 问题 中 , 媒 一 次 下 近 精度 不 够 ,需要 用 二 
次 多 项 式 去 珊 近 一 般 的 范 数 ; 例如 在 最 优化 等 实际 问题 中 , 兴 
问题 的 性 质 来 看 , 用 一 次 劣 项 式 逼 近 是 没有 意义 的 ,而 必须 用 
二 次 多 项 式 去 盟 近 才 有 意义 ， 所 以 我 们 要 把 一 次 逼近 加 以 推 
广 ， 讨论 用 高 次 多 项 式 去 逼近 一 般 的 函数 ， 用 三 次 洛 项 式 去 
逼近 一 般 的 冰 数 , 在 实际 问题 中 用 得 较 少 , 所 以 我 们 着 重 讨论 
二 次 多项式 逼近 , 即 展开 到 二 次 的 泰勒 公式 . 

在 讲 二 元 泰勒 公式 之 前 ， 先 复习 一 下 一 元 函数 的 泰 翻 公 
式 ， 设 一 元 函数 9( 四 在 区 间 [ 一 4, 四 ke 盖 仿 上 有 直到 阶 的 
导数 , 则 gD 在 t=0 点 可 以 展开 成 秦山 公 式 : 
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0 jn 


多 全 -9 上 (0O 2 Mi 


FOOD axisa, 0<0-0(D) <1), 


用 多 项 式 去 站 近 一 般 函 数 的 意义 很 大 ， 因 多 项 式 是 一 类 
最 简单 的 函数 ,对 多 项 式 的 性 质 我 们 了 解 得 最 清楚 , 它 的 计算 
也 散 方 便 ， 只 涉及 加 . 诚 、 习 的 运算 ， 所 以 在 理论 上 和 计算 上 
对 用 各 种 各 样 多 项 式 通 近 一 般 炸 数 的 问题 ， 有 许多 深入 的 讨 
论 , 用 泰 勤 公式 去 适 近 一 般 的 函数 ,只 是 用 多 项 式 去 如 近 一 般 
函数 的 一 种 方法 - 


号 .1 泰勒 公式 

下 商讨 论 二 元 西数 的 举 甚 展开 ， 设 2= 了 lw, 的 在 区 域 
卫 上 有 直到 三 阶 的 连续 偏 时 数 ，Po (wo，ge) 为 DD 上 一 点 ， 
P(xzo 二 有 名 十 问 为 D 上 的 动 点 , 并 假设 动 点 卫 与 定点 Po 的 
联 线 属于 区 域 (图 31), 我们 
的 问题 就 是 在 一 次 逼近 的 基础 
上 ,考虑 用 如 下 关于 玫 天 的 一 元 
二 次 多 项 式 

f lwo, yo) + 区， $) 开 


I 


+ Of (zo, Wo) 天 上 上 47 
oy 


图 1331 +2BhE + OR 
去 和 逼近 一 般 的 关于 名 天 的 二 元 画 数 foo 十 加 加 二 一， 现在 
要 确定 常数 4、 召 .O,， 并 纵 出 对 遏 近 误差 的 估计 . 
怎样 解决 这 个 问题 呢 ? 最 自然 的 想法 是 把 它 变 成 一 元 问 
题 ,利用 一 元 函数 的 泰 动 公式 得 出 二 元 函数 的 素 惑 公式、 那 
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公 怎 样 才 能 变 成 一 元 问题 兄 ? 说 起 来 也 很 简单 , 把 动 点 卫 暂 
时 国定 ， 作 ~- 办 辅助 直线 段 PPo, 直线 段 PP 的 参数 方程 为 
和 
{i 
Y= 二 Yo 十 二 
当局 限于 线段 了 Po 来 考 绿 二 元 函数 时 , 二 元 乔 数 就 变 成 关于 
# 的 一 元 函数 , 我 从 将 这 个 一 元 函数 记 作 
pO =f ti yot th). 
参数 =-0 对 应 于 Po 点 , 参数 1=1 对 应 于 P 点 .这样 就 把 二 
元 函数 在 动 点 了 的 值 , 变 为 一 元 函数 在 定点 t=1 处 的 忆 . 利 
用 9( 约 的 一 元 素 勤 公式 , 即 可 得 出 二 元 函数 jzo 十 坊 , 加 十 把 ) 
的 二 元 泰勒 公 让 . 
下 面 通过 具体 的 演算 来 实现 这 一 想法 ， 对 (应 用 一 元 
通 数 的 秦 动 公式 ,展开 到 二 次 项 得 , 


p=p00) + Ott PT Ft C0), 


其 中 依赖 于 二 但 不 管 了 取 区 间 [0, 了 内 的 任何 人， 6 总 满 
是 0<9<1， 在 上 式 中 令 t=1, 即 得 
ppO F904 +. B.D) 


现在 只 要 把 pC) 及 其 导数 用 耳 数 了 (%， D 及 其 篇 导 数 表 示 出 
米 , 就 可 得 出 三 元 函数 的 泰勒 公式 ， 
我 们 有 


(Otel) 


9 (0) 一 (ze 十 为 got, 9D 
P00) —f (wo, yo), (8.3) 
由 复合 函数 微分 法 , 得 
6F (po 十 人 斌 ，yo 十 技 ) Of (ee 十 所 gntth) 
好 人 hi By hb 


所 以 


一 119 一 


(0) {OF tp 
9 加-( 东 三 芒 天 (8.4) 
上 式 右 端 记号 表示 人 篇 导数 在 Po 点 取 值 . 
又 出 
人 办 = 2 Co 的 yo th) jz 二 3 2 en tet) 和 


BF (we 十 th， yo 十 好) 1s 
Tt ， 


所 以 
(8.5) 


mr 人 一 (有 ta 沪 有 LT 第 器 |。 


DB 
辣 理 


gq" (OY) -( 针 及 十 如 EE 


OF pps.2F ps) 
1 | 8.0) 


上 式 右 端 表示 在 P* (zo 十 婉 ， yo 十 6 点 取 值 , 点 Pr 位 于 直线 
有 段 Po 上 ， 
把 人 .分 至 人 .的 的 式 子 代入 避 . 症 ， 即 得 二 元 函数 的 素 勒 
公式 ， 
feo 有 十 且 =f(eo 90) 二 (就 4h 
| Of 1 2 0°f 
加 5 人 ( Br Mt 2 Br By + By 的 | 
2 pe 2 OF pho 
| Em WE 3 Bi Ww By 可 | 
(8.7) 
上 面 公式 写 起 来 比较 复杂 , 也 不 便 记忆 .但 细 一 观察 , 发 
更 每 项 的 形式 很 有 规律 ， 类 似 于 二 项 式 展开 。 为 此 我 们 引入 
算 符 或 算 子 的 概念 ， 算 符 概念 是 函数 概念 的 推广 ， 函 数 概念 
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是 刻 划 数 与 数 之 间 的 对 应 关系 , 它 把 一 个 数 变 成 男 一 个 数 ; 而 
算 符 概念 是 刻 划 函 数 与 画 数 之 间 的 对 应 美 系 ， 它 把 一 个 函数 
变 成 一 个 函数 ,所 以 算 符 的 定义 域 是 函 获 的 集合 , 它 的 值 域 也 


是 画 数 的 集合 ， 如 部- 就 是 一 个 算 等， 它 把 两 数 mm 变 万 
汪 ， 抱 团 数 sin 变 成 vs， 一 般 地 把 函数 Ja) 变 刻 函数 


天 (zw), 所 以 这 个 算 符 的 定义 域 是 所 有 癌 微 函数 的 集合 。 同 样 

我 们 引入 算 符 8 2 
再 一 项 十 下 -一 

其 中 办 天 看 成 常数 ， 主人 用 在 二 数 (0 中 上 , 得 到 新 的 


二 元 函数 


fs 
ht 
a oY 
而 算 符 人 训 二 二) 
理解 成 按 二 项 式 展开 后 所 得 的 算 符 , 即 为 
Ea ba 
全 证 Bay TB 
一 般 地 可 以 写 出 算 符 
8 
(4th 高 ) 


这 梯 一 米 , (8. 站 申 的 第 二 ,三 项 是 学 用 算 乏 太 - 芒 +I 
和 亿 意 高 ) 作用 到 函数 Ce, 雪上 ,得 出 新 的 函数 ， 
后 用 Polao, 向 点 代入 新 的 函数 记得 的 值 ， 而 (8.7) 中 最 后 
一 页 ,是 先 用 筑 符 亿 - 训 -4 - 训 ) 作用 到 画 数 7z 护 上 ， 得 
册 新 的 函数 ， 然 后 用 PCou- 换 ，so-6 有 点 代入 恋 函 数 所 得 
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的 值 ， 于 是 8.7) 可 改写 成 更 简洁 的 形式 ， 


fot 有 hw 有 -feo go) + 扩充 玉 语 ) fw 几 
+ 二 各 总 1 部 ) f (m0, go) 
去 ( 总 - 训 世 ) Fo 上 Bi yotOb), (8.8) 
其 中 0<9<1. 


这 个 公式 不 难 推广 至 任意 次 数 的 泰勒 公式 : 
了 (mot 0 十 有 


=f {zo, got 总 总) fo, Yo) 


1 日 a , 
+ 总 (wo Oh, yot- OH), 


(0<0<1), 
我 们 称 上 述 公式 为 拉 烙 说 日 余 项 形式 的 泰勒 公 式 ， 和 转 别 当 
=0 时 ,公式 变 为 

Fwnth, Yat) =f (vo, Yo) 


+(2 部 + 翅 2 部 (oot 的 yotOh) (O02D), (8.9) 


这 就 是 一 元 函数 中 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 推广 - 

公式 (8.8) 中 的 丸 上 不 必 很 小 ,只 要 点 卫 及 线段 PPe 位 
于 区 域 了 内 即 成 。 当然 这 时 余 项 不 能 保证 很 小 , 但 我 们 可 以 
证 明 , 当 刀 忆 充 分 小 时 , 余 项 的 值 要 比 前 面 各 项 的 值 小 得 多 。 
事实 上 , 令 PP 闻 的 距离 为 p, 则 


(m1 


VET, 
这 样 余 项 就 可 写成 
识 辽 吉 1 在 襄 也 Geo 名， 加 十 县) 
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上 式 扣 是 当 p->0 时 前 三 阶 无 穷 小 量 , 而 后 面 的 因子 出 于 

| 二 |st 全 | sd 

p ip 
利 假设 fw, 咏 的 所 有 三 阶 偏 导数 在 DD 上 有 界 , 所 以 

ha ka, 
( 起 + 训 ) (ag 十 乓 ， 久 十 8 

是 一 有 界 变 量 ， 故 余 项 是 p 的 三 阶 无 穷 小 量 ， 当然 是 高 于 p 
的 二 阶 无 穷 小 量 , 记 作 oo， 而 (8.8) 中 第 二 ,三 项 分 别 为 p 
的 一 阶 、 二 阶 无 穷 小 量 , 所 以 当 p>0 时 , 余 项 比 前 看 各 项 趋 于 
零 来 得 快 ， 公 式 (8.8) 也 可 写成 : 


+ 和 多 十 约 一 了 zo yo) 十 (4 琴 和 况 ) 7 ew) 


+ 外 高 让 曲 ) few we) +olp), (8.10) 


我 们 称 上 式 为 皮 亚 诺 余 项 形式 的 尺 勒 公 式 ， 当下 .天 充分 小 
时 , 我们 可 以 放心 地 用 二 次 多 项 式 近似 代替 一 般 函 数 , 因为 引 
起 的 误差 总 是 高 于 二 阶 的 无 穷 小 量 ， 
【 例 1 将 函数 了 lw, 奶 一 ecogy 在 (0, 0) 点 邻 域内 用 
皮 亚 谎 祭 项 形式 展开 到 二 次 项 . 
解法 一 ， 千 求 出 下 列 各 值 : 
了 (0 0) 一 时 oosg|ww 一 1 
fi0, 0 =er00gg lr,0 =1, 
0, OD = —e sinyleo,o—), 
fis(0, 由 e008¥ |0,0)—1, 
fo, 0D = —e sinylo,o =—0, 
wy(0, HD =—ecosylo.w = —1. 
然后 在 人 .8 中 令 加 一 山 yo 一 0, 一 一 VE， 
即 得 


Co08y—1 4gt (ew) op 
解法 二 ， 直 接 利用 一 元 函数 的 索 勒 展开 来 求 二 元 函数 的 
素 勤 展开 式 ， 因 
ec-14o4+ 生 To -tre+ 全 +o09， 


oosyr1- 闲 +o0m-I 半 +o09. 
所 记 
es 人 (to 全 +o09) "(1 一 如 og)) 


-1 二 人 -的 +olp9， 


其 中 一世 -及 务 生 除 以 P= 避 + 认 局 当 p->0 时 是 趋 于 鹤 


的 量 , 因此 可 以 合并 到 olp) 中 去 ， 这 样 得 到 的 展 式 是 不 是 泰 
勒 展 式 , 严格 来 说 需要 证 明 , 但 关 手 这 一 点 我 们 就 不 讨论 了 . 

【 例 3 计算 工 .048o 的 近似 信 . 

解 ， 若 用 泰勒 公 式 作 近似 计算 ， 首 先 要 看 出 二 元 将 数 
Co, 如) 是 件 么 , mo、 名 是 什么 , 六 大 又 是 什么 对 这 题 我 们 
可 以 把 它 看 成 求 二 元 函数 f(z, 四 一 在 一 点 的 值 ， 其 中 
go=1, go—2, hm0.04, =0.02, 

先 求 函数 lw, 四 =9 在 (1, 2) 点 的 二 阶 展开 式 的 诸 系 
数 ， 

fl1, Dt a, n= 1, 
fl, DD =e on ~ 2, 
foll, 2) = In wl, m0, 
人 Dy De ,=2, 
fod, Do Fe ng las =, 
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Foll, 允 = 玉 (nmolaa 一 小 
应 用 公式 人 .10) 得 
1.04242 和 1 十 有 x0.044 二 [2x (0.04)2+2x0.04x0.09] 
~1+0.08+0.0024—1.0824. 


{ 例 引 竺 卫 数 2-f(z 的 在 区 域 力 上 有 妹 =0 让 


三 0， 证 明了 lz, 轨 在 区 域 呈 上 为 一 常数 ， 

解 ， 若 区 域 了 中 存在 一 点 Pol%o, go), 对 卫 中 任意 一 点 
卫 , 联 线 PPe 都 局 于 区 成 力 ( 图 1-32), 具有 这 种 性 质 的 区 域 
称 为 是 关于 PP, 的 星 形 区 域 ， 对 也 中 任意 一 点 卫 , 应 用 了 点 
的 泰勒 公式 (8.9), 由 一 阶 偏 导数 为 零 , 所 以 余 项 为 零 , 得 

f(rot h, yot bh) = (te, Ye), 

地 也 上 任意 一 点 的 画 数值 与 Po 点 函数 值 相同 , 故 了 Cw, 2 为 
一 常数 ， 


1-%2 图 1-33 


车 区 域 力 中 找 不 出 一 点 Po， 使 卫 关 于 请 为 星 形 区 域 ， 
我 们 总 可 以 作 辅 助 线 把 了 分 成 若 寺 个 子 区域 图 1-33)， 设 
如 图 把 妃 分 成 两 个 区 域 及、Ds, 而 每 一 个 区 域 都 存在 一 点 ， 
使 区 域 关于 该 点 成 为 姓 形 区 域 ， 由 上 而 所 证 知 函数 分 别 在 
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DD:、 Ds 上 为 一 常数 ,但 函数 在 辅助 线 上 是 连续 的 ,这 说 明 力 
上 常数 与 D。 上 的 常数 必需 相同 ， 所 以 函数 在 整个 区 域 罗 上 
为 一 常数 . 


习题 二 十 二 
1. 在 点 人 一 她 处 把 函数 
fly, PD = my ry 
展开 成 泰勒 公式 的 形式 . 
:在 60, 多 点 部 域内 按 皮 亚 诺 余 珊 形式 的 泰勒 公式 展开 下 烈 函 数 至 
二 次 项 : 
D fr, WD VTE; 9 fo W Es, 


1 cosy’ 
3) f(s, WD =aretg I 


3. 在 D 点 分 域 按 皮 亚 诺 余 项 形式 的 泰勒 公式 展开 函数 


加 
f(z, 的 一 


nm 


到 二 次 项 . 
4， 设 4 二 sw, 坊 由 方程 站 一 273+y 一 台所 确定 ， 对 玉 数 # 在 C1, DD 点 
按 皮 亚 诸 余 项 形式 的 泰勒 公式 展开 型 二 次 项 . 
， 设 了 关于 原点 是 是 形 区 城 , 函数 Fo, 妨 有 连续 偏 导 数 , 卫 在 号 上 
成 立 


a 


Af rl, WD) HC, §) 0, 
证 明 : f(z 四 在 如 上 为 一 常数 . 


号 ,2 降 函 数 存 在 定理 
在 讲 枸 范 数 的 微分 法 时 , 我 们 总 是 假设 方程 
F(z, y, 2 =0 
确定 一 个 隐 耳 数 s 一 z(%, g 切 ， 且 具体 求 它 的 偏 导数 时 , 还 假定 
aF 


-如 ~-*0 现在 我 们 米 讨 论 究竟 卫 (x, gy, 满足 什么 条 件 时 ， 
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隐 画 数 存在 , 而 且 条 件 -2 :0 与 隐 函 数 存在 有 什么 关系 ,只 


让 这 些 问 题解 决 了 ， 上 出 第 六 节 的 隐 函 数 微分 法 就 有 本 理论 
我 们 假设 函 救 下 (w，% 2) 在 革 个 三 维 区 域 中 具有 连续 的 
偏 导 数 ,在 这 个 条 件 下 要 讨论 方程 了 (x, 9 2) =0 在 变量 wy 
的 某 个 区 域 中 是 否 在 解 是 个 很 刺 手 的 问题 , 简直 无 从 入 手 . 但 
如 果 我 人 只 限制 在 于 (ze yo, 各} 点 的 充分 小 今 域内 讨论 方程 
是 否 有 和 解 时 , 泰勒 台 近 法 就 可 以 作为 非常 有 用 的 工具 。 这 种 
限制 在 充分 小 邻 域 中 讨论 问题 的 所 谓 局 部 方法 已 在 许多 地 方 
显示 了 威力 ,我们 曾 用 它 解 决 了 求 瞬 尚 速度 , 曲 边 实 形 的 面 税 
等 问题 , 现在 还 是 用 它 米 解决 隐 函 数 的 存在 问题 ， 
在 型 (ro go, 如 ) 点 附近 , 申 泰 勤 公 式 ,函数 可 以 用 线性 函 
数 来 通 近 : 
下 人， y, 2) = Pro, Yo, 20) 十 可 (pa， 加， 加 ) (z 一 oo) 

+ B,Ceo, Yo, 你 一 加 ) + Fs (ro go] (一 和 ) + 0(p), 
其 中 pm WA) Gy 一 go) 二 (2 一 06)”， 所 以 在 让 点 附 
近 ， 画 数 王 to， gy, 中 近似 可 以 看 成 线性 函数 ， 所 忽略 的 项 是 
op)。、 这 样 求 方程 了 P(w, y, 四 一 0 的 解 , 就 近似 相当 于 求 线性 
方程 


Fo, Yo, 2) + Folwo, Yo, 2) (2— Lo) 
+ P,(wo, yo, 20) 人 一 和 十 本 (po fo, 20) (%—20) =0 
的 解 。 
首先 ,我们 看 出 要 使 线性 方程 在 对 点 附近 有 解 ， 必 须 有 
五 (zo， o, 加) 一 0 否则 当 动 点 (2 Y, 切 与 (wo, i, 0) 充分 党 
近 时 , 上 式 第 一 项 不 为 零 , 而 后 三 项 的 值 可 以 很 小 很 小 , 其 和 
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不 可 能 为 堆 , 即 线性 方程 在 于 点 附近 无 解 . 于 是 我 们 得 出 了 
线性 方程 在 下 点 席 近 有 解 的 第 一 条 件 为 ; 
Flgo, yo, 20) =0. 

其 次 , 我 们 看 沿 昌 使 线性 方程 有 界 , 还 必须 在 型 点 有 一 
个 偏 导数 不 为 零 ,比如 说 (qo, go, 如) 关 0, 我 们 可 以 把 % 拥 
成 2、y 的 函数 ， 
2 一 加 BF (Wo, Yos Zo) 人 二 多) 二 Fat Yo, 为 ) (Y= th) 

F(Zo, Yo, “i) 

一 般 来 说 ,只 要 关于 那 一 个 变量 的 偏 导 数 不 为 零 , 就 可 以 把 该 
变量 解 成 其 余 变量 的 函数 , 这 是 线性 方程 有 解 的 第 二 个 条 性. 

既然 在 好 点 附近 一 艇 函数 与 线性 函数 差别 其 油 , 上 面 的 
条 件 也 是 一 般 函 数 方程 有 解 的 条 件 ， 这 样 就 有 下 面 鹿 函数 存 
在 定理 (其 严格 证 明 从 略 )， 

定理 9 设 丽 数 百 (2: y, 分 在 好， go, 加 ) 点 附近 有 连 
续 的 偏 导数 , 且 满 足 


了 (co Yo, 20) —0, 
Epo Yo, Zo) 0 
az “ 


则 存在 {xo, go) 的 某 一 邻 域 , 在 该 邻 咸 内 存在 连续 可 微 画 数 


2=f(%, 9), 
佳 清 足 各 = (wo, go)， 
且 Fle, y, fl, 的 ) 寺 0. 


定理 中 的 结论 谈 者 可 能 会 觉得 有 点 怪 ， 为 什么 不 说 方程 
也 (wy, 2) =0 有 解 ? 一 fw, 9), 这 样 不 是 更 简单 吗 ! 但 进 一 
步 追 问 “ 解 "是 什么 意思 , 就 会 发 现 上 面 的 话 是 不 确切 的 。 在 
初等 数学 中 所 谓 代 数 方 程 的 解 , 就 是 说 车 存在 一 个 数 , 把 它 代 
入 方程 后 , 使 方程 成 立 , 则 称 该 数 为 方程 的 解 ， 现 在 说 沙 数 方 
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者 在 解 ,应 该 是 在 (oa，%) 附 近 存 在 一 个 函数 2 一 /oo 的 ， 它 
过 型 点 ， 代 入 方程 后 使 方程 成 为 得 等 式 ， 那 末 我 们 说 z= 了 
Cw,9) 访 是 方程 2 y, 切 一 0 的 解 . 

定理 的 结论 可 能 会 觉得 不 够 理想 , 因为 只 得 到 在 加 点 的 
邻 域内 厂 解 ; 能 否 给 出 较 大 范围 内 有 和 解 的 定理 呢 ? 和 遗 乌 的 是 
没有 这 种 定理 , 我 们 只 能 把 大 范围 分 成 许多 小 块 , 先 分 别 在 每 
个 小 据 上 应 用 隐 两 数 存 在 定理 说 明 解 的 存在 性 ， 然 后 又 证 明 
在 这 些小 块 的 两 两 重 迭 部 分 上 是 一 致 的 ， 最 后 再 把 这 些 解 拼 
次 起 来 , 得 到 大 范围 上 的 解 ， 

由 定理 看 出 , 求 隐 函数 微分 时 , 设 方程 下 (w, 多 一 8 确 


定 隐 租 数 :一 z(o, 办) 与 假设 - 品 - =0 是 一 致 的 ， 具体 求 隐 画 
数 微分 而 进行 运 筑 时 ,一 般 可 以 不 验证 这 些 条 件 是 否 满足 . 


为 了 对 定理 有 感性 的 认识 , 我 们 考察 最 简单 的 例子 如 
方程 


形 十 氏 十 列 一 二 
在 奸 (0, 0, 1) 点 满足 陷 函 数 存 在 定理 的 条 件 : 
(十 护 十 入 一 4) |.6n 一 0 
22|oona 一 3 关 0， 
定理 保证 在 (0, 0) 点 附近 一 定 存在 画 数 x 一 z(w, 幼 . 对 此 具 
尊 问题 我 们 甚至 可 以 写 出 其 宸 达 式 
4 AT my, 
它 在 6, 0) 点 的 值 为 1， 且 代入 方程 得 恒等式 
1, 
同 理 , 方程 在 开 (0，0， 一 已 点 也 满足 定理 的 条 件 ， 同 样 
在 (0, 及 点 附近 存在 函数 
2 一 一 VI 一 好 一 久 ， 
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它 在 (0, 中 点 的 信 为 一 1， 且 代入 方程 得 恒等式 
tt MI ) 1, 
了 风范 数 存在 定理 可 以 推 六 到 方程 组 情形 . 
定理 如 设 页 (0 六， 瑟 他 办 在 时 (zo, go, 加) 
点 邻 域内 有 连续 的 偏 导数 , 且 
{人 Yo, 20) =0, 
Fawo, go 20) — 0, 
ECF Fo) ! 
与 和 Lsw yo a 
则 存在 mo 的 某 一 舍 域 (mo 一 5 如 十 六， 在 该 邻 域内 存在 连续 
可 微 函数 


*0, 


人 
sz(0), 
Do = (0), 
湛 [nace 
Ps, YW), 7 (0)) =0, 
及 {ze ye), 2(o)) =0. 


第 九 节 方向 导数 与 梯度 
号 .1 方向 导数 


在 第 三 节 中 我 们 把 求 还 数 的 极 值 点 问题 ， 归 缚 为 求 联 立 
方程 组 的 解 。 事 实 上 这 一 方法 在 自 变量 个 数 较 多 时 没有 多 大 
用 处 ， 因 为 变量 个 数 较 多 时 我 们 仅 对 解 线性 方程 组 有 成 熟 的 
理论 和 技巧 ,而 对 一 般 的 非 线性 方程 给 简直 无 能 为 力 、 有 了 
电子 计算 机 以 后 , 出 现 了 许多 求 极 值 的 新 方法 , 这 些 方法 避 开 
了 解 方程 组 ， 前 主要 是 利用 梯度 概念 ， 直 接 去 找 阔 数 的 极 什 
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点 。 但 要 介绍 梯度 概念 , 洛 要 讲 方向 导数 ， 

我 们 知道 画 数 了 (2, 纺 在 os g 点 的 两 个 丛 导 数 户 (2o， 
ee y 
沿 醋 不 于 又 灿 正 向 的 变化 率 ， 但 
有 时 我 们 也 需要 讨论 西数 在 谈 点 
消 任 一 方向 的 变化 率 . 

设 给 定点 PeCew so) 及 单位 
向 量 

了 一 (cos a 008 B),. 
其 中 心 且 分 晶 安 示 方 向 与 < 图 1 
正 向 和 轴 正 疝 所 夹 的 角度 ， 这 里 B、a 不 是 独立 的 , 当 上 “给 
定时 , 及 也 就 随 之 而 定 , 由 图 1 -34 看 出 ，a+ 有 一 可, 所 以 单位 
向 量 记 也 可 记 作 本 


= (cogm, sin 0). 
要 讨论 二 元 函数 了 lw, 纵 沿 2 方向 的 变化 率 , 我 们 设法 变 
为 一 元 函数 问题 ， 己 知 过 Po 点 及 以 上 为 方向 的 直线 方程 为 
{i 
y—yot+tsing, 
当 动 点 局 限于 直线 上 变动 时 ， 二 元 函数 就 变 为 {的 一 元 函数 
2 一 (oo 十 foosay 加 十 isino)， 
这 个 一 元 函数 在 1 一 0 点 的 导数 ， 就 称 为 二 元 函数 :一 7, 幼 
在 点 消 了 方 庙 的 方向 手数 , 记 作 
2 QF {got t eos ce, vottsine) | 
a at le0" 


当 w 一 0 时 , 方 回 导数 就 是 2， 当 w~ 过 时, 方 风 导 数 吉 


(一 co<t 世 十 co) 
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是 Es 当 a=w 时 , 方向 导数 是 一线 ,而 不 是 引 ， 一 般 米 
说 , 当 琴 个 方向 正好 相反 时 , 其 方向 导数 相差 一 负 号 . 

方向 导 效 刻 划 函数 在 Po 点 沿 L 方 向 的 变化 情操 ， 车 
函数 在 Po 点 沿 4 方向 的 方向 导数 大 于 符 ， 则 沿 着 方向 看 
时 , 函数 在 Po 点 是 递增 的 , 具体 地 说 ， 对 充分 小 的 1, 车 t>>0 
时 ， 函数 扯 了 (zo+tcosa yo 二 tain 大 于 了 (wo, Yo), 若 1<0 
时 ， 郴 数值 (ze 十 tcoso， yo 十 tsin 小 于 了 (zo, yo); 车 务 数 
在 Po 点 沿 2 方 向 的 方向 导数 小 于 寒 ， 则 沿 着 2 方向 看 时 ， 函 
数 在 Po 点 是 递减 的 , 具体 地 说 , 对 充分 小 的 五 若 t>>0 时 ， 函 
数值 了 ee 十 tooaa， gp 十 tsine) 小 于 了 (vo, go)， 若 1<0 时 ， 函 
数值 zo 十 icosm, 十 tsin 四 大 于 了 (ao go); 当 函 数 在 Po 点 
沿 了 方向 的 方向 导数 为 零 时 (注意 此 时 , 其 反方 向 的 方向 导数 
亦 为 零 )， 则 画 数 在 Po 点 沿 羡 方向 及 其 反方 加 的 变化 是 稳定 
的 {( 邵 为 水 的 高 阶 无 穷 小 ) ， 

车 阔 数 了 (Cw, 四 在 (xo, go) 点 可 微 ， 根 据 复合 函数 求 导 规 
草 ,有 2 


Bf (vo, yo cos a 十 Of (wo Yo) siin ao, 
dr " 


有 Ly 
éy 
这 涪 明 , 在 办 了 CO 从 人 引 条 福全 OA 下角 个 全 导数 ， 
即 可 求 出 沿 任 一 方向 的 方向 导数 ， 
【 例 巧 求 Fe, 轨 一 一 久 在 点 但, 由 沿 与 & 轴 夹 角 为 
十 45? 方向 的 方向 导数 ， 
解 : 因 天 (3 2) =2710,1=b, 
fl, =—2y|,s= —8. 
由 偏 导数 连 线 , 知 丽 数 在 (3, 分 点 可 微 , 所 以 


I = ogxsin 45° 078 -VF 
lo. 6xoos 外 "一 8xsgin 5 于 ~ 2, 
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对 于 三 元 鲨 数 % 一 f(x, y, 人 ， 同 样 可 以 定义 它 在 一 点 
atzo go, 疤 沿 了 方向 的 方向 导数 ， 设 直方 四 为 


l= (coso oo8.B，cos7) ， 
其 中 w、 .7 分 别 为 三 页 YY 轴 正 向 的 夹 角 . 则 函数 在 
入 站 全 和 


_ df (motoosm, yottoosB, 2tto0sy) | 
a 207 


i 了 点 可 微 时 , 有 方向 导数 的 计算 公式 


好 of 名 
床 - 访 Cosat 到 209 启 十 C09Y, (9.1) 


其 中 偏 导 数 在 Po 点 取 值 . 


今 .号 梯度 


函数 ws 一 Fw y, ) 在 点 Po 沿 1 方 向 的 方向 导数 , 刻 划 务 
数 沿 方向 的 变化 情 襄 , 我 们 要 间 函 数 在 Po 虑 究竟 沿 峙 一 个 
方向 增 如 最 快 呢 ? 如 果 只 有 有 限 个 方向 , 通过 一 一 比较 容易 
小 出 河 哪 个 方向 的 方向 导数 最 大 , 函数 就 滑 该 方向 增加 最 快 ， 
现在 过 Po 点 可 以 作 无 数 个 方向 , 怎么 从 无 数 个 方向 中 找 出 函 
数 增 加 景 快 的 哪个 方向 呢 ? 

为 此 我 们 把 计算 方向 寻 数 的 公式 改写 成 铅 量 形式 ， 令 

g= (¥ of | ， 


Or’ Oy’ Oe 
C= (08@, COSB, COS Y), 
出 向 量 的 数量 积 规则 , (9.1) 式 可 写成 


gl-lgl' llloty, D= lgleoslg, D. (9 


这 样 , 把 方向 导数 分 第 成 两 个 因子 相 乘 、 第 一 个 因子 是 向 量 
让 的 长 度 , 它 只 与 给 定点 Fe 有 关 , 而 与 方向 ?无 英 ; 第 二 个 因 
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子 具 与 向 量 g 和 方向 的 夹 角 有 关 ，' 所 以 当 方向 2 改变 时 ， 
第 一 个 因 了 不 变 ， 只 第 二 个 因子 有 变化 ， 第 二 个 因 于 当主 方 
商 与 乡 方向 一致 时 ， 达 到 最 大 值 TI， 由 此 可 知 ， 商 量 9 的 方 
向 ， 是 函数 .Fo g, ) 在 P， 点 增加 最 快 的 方向 ， 由 于 这 时 
costg, 站) 一 1, 所 以 向 量 g 的 长 典 |g|， 就 是 函数 沿 该 方 向 的 
方向 导数 . 

于 是 就 有 梯度 的 定义 。 

定义 ”函数 4 下 (oo y, 着 Po(aea， so 为) 点 的 梯度 次 
一 自 量 , 它 的 方向 是 使 函数 值 增加 最 快 的 方向 , 它 的 大 小 是 函 
数 泊 该 方向 的 方向 导数 ， 记 作 gradf(mo, ,zo0)， 当 不 恤 强 
调 Po 点 时 ,也 简 记 作 gzaa 了. 


由 上 知 。 gmadf-( 名 ,六 叙 】 
梯度 向 量 在 形式 上 与 以 前 学 过 的 曲面 fo gp 个 一 0 的 
法 向 量 


(和 条 名) 


完全 一 样 ， 但 需 注 意 ， 法 向 景 是 对 曲面 方程 而 言 ， 位 在 曲面 
上 的: 而 笠 度 向量 是 对 甬 炒 w= 7(z，g 鸭 而 言 ,位 在 函数 的 定 
义 域 上 的 ， 
省 了 梯度 概念 后 , 公式 (9.2) 给 出 了 方向 导数 与 梯度 的 美 
系 : 
部 -lgrad fleos(gradf, 日 ， 


上 式 襟 明 函 数 沿 L 方 商 的 方向 导数 ， 等 于 梯度 在 二 方向 的 投 
影 (图 1-85)， 当 方向 上 与 梯度 向 明 的 夹 角 小 于 90° 时 ,梯度 


在 ?上 的 投影 是 正 的 ， 即 如 >0, 所 以 沿 这 种 志方 向 看 时 ， 函 
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数值 在 Ps 点 是 增加 的 ,车 动 点 卫 从 Po 出 发 住 2 方向 作 微小 
移动 时 ,了 点 函数 信 比 P 点 的 本 数 信 大 ， 当 方向 7 与 袖 度 向 
量 夹 角 大 于 90" 办， 梯度 在 4 方向 的 投影 是 负 的 , 即 部 <0， 
所 以 油 这 种 了 方向 看 时 ， 函 数值 在 Po 点 是 减少 的 ， 若 动 点 卫 
从 Po 出发 往 上 方向 作 征 水 移 动 时 ，P 点 西数 信 比 Po 点 函数 
值 小 ， 当 方向 了 与 梯度 向 时 季 直 时 ， 樟 话 在 了 上 的 投影 为 办 ， 
即食 一 0, 故 丽 数 灌 此 Z 方向 看 时 ， 函 数值 在 已 点 是 稳定 


的 ， 
{7 rat 六 
党 pat ~ 了 
开 ~ 
2 >、 
怕 Erad/ 2) grod 


1-35 1-%6 


我 们 可 以 用 几何 图 形 表 东 梯度 与 方向 导数 的 关系 . 设 二 
元 函数 =f (w, 奶 , 它 的 梯度 向 量 为 
(及 寻 
smdf-( 新 页) 
在 P 点 用 梯度 向 量 和 负 梯 度 向 量 为 实 径 作 两 个 圆 (图 1-86), 
从 配 出 发 沿 ?方向 引 一 条 射线 , 射线 位 在 贺 内 的 长 度 就 是 梯 
度 浴 直方 向 的 投影 ， 即 为 函数 没 衬 方向 的 方向 导数 . 若 射线 
位 在 以 梯度 为 直径 的 镶 内 , 则 方向 导数 为 正 ; 车 射线 位 在 已 负 
梯度 为 直径 的 圈 内 , 则 方向 导数 为 负 . 


【 例 勾 “= 十， 人 一 \ 天干 师 十 笃 ， 求 grad 


解 ， 已 知 


2 
Dr ~ Oy 7 2 Ee 
基 以 
EE 入 —1 
gradu~(— 三 ? 区 三 )= i (%, ¥, = 


其 中 了 一 他 yy, 2)， 
[ 例 33 设 w=f(w, 2 在 空间 区 霹 卫 于 乏 续 可 微 ， 厂 
为 卫 中 一 条 曲线 , 其 方程 为 


ZT 一 ( 人 办， | 网 (fo), 
yy (step), Tm oytto), 
z=x(0), z=2(to), 


Potlmo，gos 20) 为 荆 上 一 点 ,曲线 荆 在 Po 点 的 切 向 量 为 ， 
FT (w(to), y' (to), 2 #0)), 
向 量 下 的 单位 向 量 记 作 忆 若 在 Po 点 有 
>0, 
证 明 ， 一 元 函数 w( 间 一 (my 但， 2( 提 ) 在 t= 虚 是 递增 
的 {图 37). 
解 ， 条 性 是 说 当 动 点 滞 工 
Dh \ 方 身 作 微小 欧 动 时 ， 动 点 函数 
. 值 比 Po 点 函数 值 大 。 而 要 证 
明 的 是 当 动 点 沿 曲 线 工 作 微小 
图 1-87 移动 时 , 动 点 的 函数 值 比 Po 点 
的 函数 人 慢 大 ， 为 此 只 要 证 表 w(to) >0 即 成 ， 由 复合 函数 求 
导 公 式 有 
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T 


仿 


w= fols), yD), st)) wD 
+hlo(D), yO), Ch))y CD 
+ fT, yD, 20F)) a), 


# 一 外 ,得 


W(to) = foro, yo, Low to) fy vo, Yo, zo}y' Co) 
tf eo, go, 20) 2 (io) 


一 grad FT- Tlgrad fl~|TIY, 


已 知 | 外 |>0, 对 >0, 就 有 ww 人 tm>0 所 以 一 元 函数 w 人 在 
tz 点 此 递增 的 ， 


习题 二 十 三 


- 求 丽 数 #=la (ee 的 在 点 情人 b 也 沿 与 2 轴 的 正 向 夹 月 “=60* 方 


向 【的 方向 导数 . 


， 求 漂 数 2#= 空 一 中 十 久 在 点 PKL, 了 治 与 勾 轴 正 向 夹 角 为 x 方向 


二 的 方向 导数 ， 在 怎样 的 方向 上 葡 方 向 导数 有 二 最 大 值 ; 2) 最 小 
值 ; 引 竺 于 零 ， 


， 求 肖 数 w 一 1 一 ( 系 + 六 ) 丰 点 了 ( 千 ， 吉 ) 放 由 线 各 + 其 


一 1 在 比 点 内 法 线 方 向 上 的 方向 导数 . 


. 设 w=f(w 沪 在 Potxn, go) 点 可 徽 ， 在 Po 点 给 定 % 个 单位 向 量 


0 一 1 2，…, 岩 ， 相 分 两 个 向 量 之 疝 的 夹 角 为 


下， 证 明 


， 设 了 Cw, 力 在 区 域 卫 上 连 颖 可 徽 ，Ptao go 为 卫 中 一 点 ,证 明 : 对 


征 一 方向 二 在 BP 点 的 方向 导数 与 偏 导 数 满足 
En 37 
ED 由 ) 1 (总 ) 
反之 ,Po 二 ,4 它 们 之 间 的 炎 角 为 98(0<f<m)， 
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re me 


证 明 ; Po 点 方向 导数 与 个 导 数 满足 
ov /HY SY 
茵 |< 汪 ov 二 ' (30) 
23 /Jf 好 of 
By < 和 YE) 区 让) “ 
6， 求 瑚 数 & 一 只 + 名 二 和 一 3783 的 梯度 ， 并 问 在 何 点 处 ,其 梯度 ; I) 各 
直 于 艺 轴 ; 3 平和 i 四 等 于 符 ， 
、 求 函数 4 一 Tr 不 点 人 2, 及 BC 一 3, 1 0) 处 的 两 梯 
之 问 的 淡 企 ， 
8. 设 #4， 证明 下 潮 公 式 ; 
1) grodiw tw) =—grad w HErad t; 
2) gradiwv) =y grad Wty grad ®t 
3) gred w= 2 grad ii 
由 Brad ftw) = (uyerad a: 


"af 


~ 


5) grad flu, 全 一 gdut 区 grad op, 


9.3 最 速 下降 法 

最 速 下 降 法 是 求 多 元 函数 棚 值 的 一 种 方法 ， 它 是 利用 梯 
庶 冉 念 直接 寻找 函数 的 最 小 值 . 这 种 求 极 值 方法 很 时 就 有 ， 
由 于 计算 量 过 大 , 一 直 求 被 采用 ， 自 从 电子 计算 机 出 现 后 , 这 
个 方法 便 成 为 一 种 现实 可 行 的 方法 ， 引 起 了 了 人们 的 重视 和 不 
断 的 政 进 . 这 里 所 介绍 的 是 最 速 下 降 法 的 思想 . 

为 了 形象 化 起 妨 , 把 求 函数 的 最 小 值 , 想象 求 太湖 的 最 深 
深度 ， 先 在 地 面 上 取 定 坐标 0-zy, z 辅 商 上 ， 并 设 潮 底 曲面 
可 以 几 一 具有 连续 可 微 的 函数 

#=f(%, ) 
来 表示 . 求 太湖 的 最 深 深度 , 相当 于 求 二 元 函数 了 (%, 急 的 最 
小 慎 . 
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现 有 一 测量 船 , 用 特制 的 仪器 可 以 测 得 每 一 点 湖 的 深度 ， 
也 就 是 说 可 以 算出 任意 一 点 的 函数 值 ， 所 以 对 这 个 函数 , 我 
们 可 以 说 又 了 解 又 不 了 解 ， 所 亩 不 了 解 是 指 酉 数 的 具体 表达 
式 不 知道 , 想 用 以 前 讲 的 求 极 值 方 法 则 用 不 土 ; 所 谓 了 解 是 措 
纵 定 一 点 (x, 的 后 ， 总 可 以 通过 仪器 测 出 该 点 的 函数 值 ， 对 
这 样 的 一 个 诅 落 怎么 求 它 的 
最 小 值 呢 ? 

设 测量 船 从 淹 边 某 一 点 
已 出 发 (图 1-38), 但 船 究 
党 往 哪个 方向 开 好 呢 ? 当然 
不 能 沿 着 岩 边 航行 ， 那 样 永 
远 也 不 会 达到 最 深 点 ， 自 然 


应 向 着 背 的 中 心 方向 开 去 ， 
可 是 太湖 大 得 无 边 无 际 ， 一 1 


限 望 去 根本 看 不 到 对 拳 , 无 法 判断 哪个 方向 是 指向 潮 中 心 .一 
各 办 法 是 碰 运 气 , 育 目 地 航行 ， 这 当然 不 是 一 种 科学 的 方法 ; 
一 种 想法 是 虽然 不 能 肖 指 湖 中 心 ,我 们 就 退 而 求 其 次 ,只 求 测 
量 船 逐步 往 深 姓 开 就 行 , 可 能 航行 的 路 线 会 还 回 点 , 但 总 能 逐 
步 达 到 最 深 点 。 

下 而 我 们 就 按 这 种 想法 开始 航行 。 首先 测 出 Pe, 的 ) 
点 和 它 邻 近 两 点 Ps 二 4 内) ，PyGr 妇 十 姑 ) 的 函数 值 ， 
利用 这 三 点 的 值 , 近似 求 出 P 点 的 梯度 向 量 gradf (了 1); 
(2 各 + 各 9) fr gp) ， Fr + dy) Co, ys) ). 

A dy 


在 Ps 点 局 部 来 看 , 函数 沿 一 grad 了 (了 4) 方向 下 降 最 快 , 所 以 
令 测 量 船 沿 请 点 的 负 梯 度 方 向 往 前 开 , 一 边 开 对， 一边 每 隔 
一 定 焉 离 (如 果 等 速 航行 ， 也 就 是 每 卫 一 定时 间 ) 测 一 次 湖 的 
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深度 , 若 后 一 点 测 得 的 深度 比 前 一 点 测 得 的 深度 深 , 测量 船 就 
继续 往 前 开 ， 直 到 某 一 点 测 得 的 深度 比 前 一 点 测 得 的 深度 浅 
时 , 测量 船 萝 退回 到 前 一 点 ， 设 该 点 为 Pa(aa gs。 这 样 , 我 
们 就 由 PP 点 前 进 到 了 了 Ps 点 . 

然后 就 可 如 法 泡 制 ， 近 似 求 出 了 。 点 的 梯度 向 量 grad f 
《了 ,测量 船 沿 一 grad (Pe) 方向 往 前 开 ， 再 边 开 边 测 , 一 直 
到 沿 这 个 方向 上 的 最 底 点 停 下 来 ， 设 该 点 为 了 slwe, ys)， 再 
沿 一 grad 了 (Ps) 方向 往 前 开 , 求 出 所 点 ,若干 步 以 后 , 测量 项 
几乎 就 在 菜 一 点 附近 转圈 、 最 后 按 什么 标准 结束 测量 昵 ? 可 
以 利用 户 , 点 的 梯度 绝对 值 充分 小 (一 般 不 可 能 等 于 零 ), 小 于 
事 党 指定 的 误 郑 时 即 可 停止 ， 这 时 把 已。 点 就 认为 是 最 低 点 
下 (oo 扩 )， 或 用 了 PP 之 间 的 虐 离 充分 小 , 小 于 事先 指定 
的 误差 即 可 停止 ， 同 样 把 了 认为 就 是 P。 由 此 求 出 了 太湖 
的 最 深 深度 了 (%, #9). 


第 十 节 条 件 极 值 


10.1 条 件 极 值 的 必要 条 件 


在 前 面 讨论 的 极 值 问题 中 , 对 自 变量 没有 任何 约束 , 它 可 
以 在 定义 域 上 自由 地 变化 , 这 种 极 值 问题 我 们 称 为 通常 极 估 。 
但 实际 问题 中 往往 对 自 变 基 提 出 一 些 约束 条 件 ， 使 自 变量 不 
能 在 定义 域 上 自由 地 变化 ， 面 只 能 在 定义 域 的 菜 一 范围 内 变 
化 , 这 种 极 值 问题 称 为 条 件 析 值 ， 约 东 条 件 有 不 等 式 区 来 与 
等 去 约束 丙种， 下 而 我 们 只 讨论 自 变 景 在 等 式 约 束 条 件 下 求 
极 值 药方 法 ， 

设 给 定 函 数 


4 一 Fo Y, Ds (10.1) 
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它 在 容 间 区 域 ,| 具有 连续 偏 导 数 ， 自 变量 (wy, 纺 受 下 列 
条 件 的 限制 
人 yy, 2) -0, 
Trace 0 为 一 0. 
其 中 鸭 数  (o, yy, 人 ) 与 otw, y, 2) 也 在 力 上 具有 连续 篇 导 
数 . 我 们 的 问题 就 是 在 约束 条 件 (10.2) 之 下 , 求 责 数 4&= 了 (%， 
9, 习 的 最 大 (小 ) 值 . 

动 点 to 9, 六 要 满足 条 件 (10.2), 从 几何 上 来 看 , 也 就 是 
限制 动 点 在 曲面 lz, 为 =0 与 晶 面 Faz, y, 办 =0 的 
交 钱 上 变动 ， 问 题 就 变 为 当 动 点 在 交 钱 上 变动 时 ， 求 浅 数 
w= 了 Cz, y, 四 的 最 大 (小 ) 值 ， 

我 们 仍 讨 论 极 值 的 必要 条 件 ， 所谓 必要 条 件 , 就 是 说 已 
知 Polzo, yo, 加 ) 荐 交 线 上 的 一 点 , 矣 数 (x, y, 分 在 Po 点 的 
信 比 交 线 上 任意 一 点 的 信 都 大 ， 问 Polwo, yo, zo) 点 坐标 应 满 
四 什么 条 件 . 

利用 几何 直观 很 赛 易 
求 名 (mo，y，z2) 应 满足 的 
条 件 . 设 曲 面 Fitw, g, 3 
一 个 在 Pokwo, yo, 加) 点 的 
法 向 量 为 Ni 


(10.2) 


DFI dF dF 
-各 ,入 全) 
则 向 量 N 与 助 画 西 ~ 0 三 直 ,当然 与 两 南面 的 交 线 簿 直 , 所 
以 到 与 交 线 在 Ps 点 的 单位 切 向 量 了 示 直 (图 1-39)。 又 设 
则 面 Few, yp 坊 =0 在 丁点 的 法 加 节 为 Ns 


_ Ba BF。 aa 
Ns= 2 Oy 让 
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同 理 Ns 也 与 交 线 在 Po 点 的 单位 切 向 量 地 直 . 
我 们 假设 和、 和 Ns 不 共 线 (这 也 保证 两 曲面 在 Po 点 有 交 
强 的 条 件 , 所 以 这 假 没 是 自然 的 , 并 没有 对 问题 作 更 多 限制 )， 
则 而 与 秃 所 决定 的 平 醒 , 就 是 交 线 在 Po 点 的 法 平 画 。 由 
于 Po 点 是 函数 w=J(w, y, ) 在 交 线 上 的 最 大 值 点 ， 那 么 函 
数 芯 的 梯 庶 问 上 
gradf (co yo, 20) 一 - (2, | 
应 该 落 在 法 平面 上 ， 如 打 宰 度 向 量 不 还 在 法 平面 上 , 则 它 与 
向 量 2 的 来 第 或 者 大 于 90”, 或 孝 小 于 90"， 假 定 Po 点 的 梯 
度 向 量 grYad (ao, 加，2o) 与 1 的 夹 角 小 于 90"， 则 和 根据 前 节 


所 潮 知 -名 >0， 即 知 动 点 卫 从 Ps 出 发 次 了 方向 上 微小 移动 


时 ， 函 数 Fe Y, 轨 的 值 增 大 ,再 由 上 节 便 8 知 , 当 涝 点 卫 从 
已 出 发 沿 交 线 作 微小 移动 时 , 函数 了 (re, y, 当 的 值 也 增加 , 这 
与 Po 是 函数 fz, y, 四 在 交 线 上 的 最 大 值 点 相 韦 盾 。 由 此 证 
明了 梯度 向 量 grad f(ze， yo, #0) 必 蓝 在 由 全 、Ns 决定 的 法 
平面 上 ， 

既然 三 个 向 量 共 面 ， 则 一 个 向 量 可 以 表示 成 其 余 两 个 不 
闪 线 向 量 的 线性 组 合 , 即 存 在 常数 入 、 Xs, 使 

grad f= —MNi — MelNs, 

或 grad f+hNit haNs=0 
写成 分 基 的 形式 即 为 


2f Ba BFe_ 
0 


对 th th 


Fa _ 
By 0, 
2 Of, 


pL 


(10.3) 


六 tA 
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其 中 偏 导数 在 Po 点 取 值 . 现在 入 ,和 也 是 未 知 数 ,出 洁面 三 
个 方程 处 足 专 定 出 《wo, yo, 20), 但 不 要 忘记 Po 虚 还 需 满足 约 
{人 os 20) 一 小 (10.4) 
Folwo, Yo, 2) 一 0. 
这 样 共有 五 个 方程 , 盖 可 以 解 出 王 个 未 知 数 2%, go、zo、ja、) 
条 件 (10. 引 与 (10. 人 就 是 条 件 极 值 的 必要 条 件 . 
为 了 便于 记忆 ， 我 们 把 条 件 极 值 的 必要 条 件 与 通常 极 值 
的 必要 条 件 统一 起 来 为 此 构造 五 个 变数 的 函数 
(2, y, 为 Mh, ha) = f+ ht Na Fs, 
求 这 个 函数 各 的 对 自 变 最 % 9 国 , ha 的 通常 极 值 的 必要 
条 件 , 理 得 方程 组 (10.39) 与 (10. 和 这 个 方法 称 为 拉 格 期 晶 
来 子 法 ，M、 和 称 为 入 格 央 日 来 子 。 事实 上 上 向 的 结论 不 管 
对 几 个 自 变量 、 几 个 约束 条 件 ( 铀 东 条 件数 月 应 小 于 自 变 量 数 
是 ) 都 适用 .例如 求 函数 
HU=f(r, y, DO 
在 条 件 五 如 y, 2—0 
下 前 最 大 (小 ) 值 . 先 构造 函数 
Ds, 及 区 和 一 Fe 9 2 HAP wp, y, D, 
求 下 通常 极 值 的 必要 条 件 , 得 


CA 寺 X3_ 
EE 
各 .对 
EE 


35 _ = 
0 
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这 就 是 条 件 极 们 的 必要 条 件 . 

具体 求解 时 , 先 由 必要 条 件 求 出 若干 组 解 , 还 过 比较 函数 
在 各 组 解 上 的 信 ， 妈 求 出 最 大 值 ， 若 实际 问题 肯定 存在 最 大 
慎 , 而 方 各 组 义 只 有 一 组 解 , 那 林 这 组 解 就 是 杀 求 最 大 值 点 ， 


1O. 安 几 个 例子 


【全 司 求 史 个 正 数 ,其 和 为 地 的 条 忻 下 ,什么 时 候 其 涵 
积 最 大 ， 
解 ， 设 呈 个 正 数 为 ma， xz， …，z， 问 题 即 求 函 数 
(or 
在 条 件 二 十 "十 w 一 了 
下 的 最 大 信 ， 当 nn-3 时 , 约束 条 件 辐 十 za 十 8 一 就 是 一 张 
平面 , 而 且 只 考虑 它 在 第 一 封 限 的 那 部 分 , 这 样 连同 边界 构成 
了 一 个 二 维 右 界 闭 域 . 而 函数 了 (wz, 32a， za) 在 其 上 是 连续 的 ， 
所 以 了 (mx, zo sa) 在 约 东 条 性 下 的 最 火 值 是 存在 的 ， 对 一 般 
情形 也 可 看 出 函数 在 约束 条 件 下 的 最 大 值 存在 , 
求 最 大 值 点 时 , 先 造 函数 
Ck EA NE 
求 酉 通常 极 值 的 必要 条 件 , 得 
B= Varargn 十 入 一 修 ， 
Lr Ee 


ee (10. 国 
,= Pe nt 0, 
tt 二 0 
内 上 而 前 % 个 杯子 ,得 出 
D1= Pa ny 
把 它 代入 (10. 国 最 后 一 式 , 求 出 解 为 
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1 
A 
nn 


现在 方程 组 (10.5) 只 有 一 组 解 ,所 以 得 到 的 解 就 是 最 大 值 点 ， 


最 大 信 为 
fw 


利用 上 题 ， 我 们 可 以 得 出 % 个 正 数 的 几何 平均 小 于 算术 
平均 , 导 


全 三 十 二 二 
名 ” 
为 此 , 记 才 本 十 aa 十 …… 十 本 考虑 函数 了，2，…， go) 二 
zara 在 委 休 避 十 4 十 十 wn 一 J 下 的 最 大 值 ,由 例 1 知 
fl a Eo) EF , 二 a t) 
或 Td os), 
即 得 TY 
这 就 是 所 要 证 明 的 


[ 贷 吧 求 空间 一 点 Pelzo, go, 加) 到 平面 
4z 十 Boy 十 Ce 十 到 一 0 
的 虐 离 . 
解 : 这 是 一 个 解析 几何 的 问题 ， 我 们 现在 利用 条 性 极 值 
方法 来 解 , 把 它 变 为 求 函数 
(oo YD = eg) + Y—y) + (2—z0)” 
在 条 件 Azt+By+0Os-+D=0 
下 的 最 小 值 , 要 求 的 上 距离 就 等 于 这 个 最 小 值 的 平方 根 。 
构造 函数 
Fy, y, HD =f, y, DHA Art Byt+ O02+D), 
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求 理 通常 极 和 的 必要 条 件 , 得 
配 一 ?zz 一 5o) 1A4A—O, 
B21{y yo) +hB=0, 
=2 +O=0, 
Bde-t By-t O24 D=0., 

对 这 个 问题 ,我 们 先 解 六， 为 此 将 上 面前 三 式 分 别 采 以 4 BB、 

2 后 丰 加 , 然后 再 减 去 2 乘 第 四 式 , 得 

—2(Arot By t+ Oso+ DD) +A BEC = 
解 出 》 为 


(10.6) 


和 一 2k4dzo 上 Bo 二 Cazo 十 四 

A B+ ' 
从 问题 实际 意义 来 看 , 最 小 点 一 定 存在 , 设 为 (zs gp #0), 它 
应 满足 方程 (10.6), 好 
2(c: 一 zo) + A=0, 
2 一 2o) +AB=0, (10.8) 
2 —20) +AOC=0., 
网 入 已 求 出 , 由 上 式 很 容易 求 出 最 小 点 石 , 级, 二 。 但 事实 上 
我 们 要 的 不 是 m, go, 名 的 值 , 而 是 求 距离 

d= Vm m0) Tt Cro) + a —0)3, 

如 果 能 不 求 21, g1, 筷 直接 求 0 应 当 尽 量 溃 免 无 谓 的 计算 而 
直接 求 出 星 离 a， 这 对 此 顾 是 可 以 办 到 的 ， 只 要 把 (10.8) 收 
写成 


(10.7) 


| 一 0 二 - 半 了 4 
| 急 一 加 一 -- 间 有 
亿 一 3 一 -之 0, 
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然后 平方 相 加 得 
(一 3 二 一 掀 )? 叶 全 一 的 ?一生 (43+ 醒 +09， 
由 (10.7) 最 终 得 


0 VT TO 
-| er 
Amt Byot O20+ DI 

VA- BSFOY 
这 个 结果 与 解析 几何 已 知 结果 是 一 样 的 ， 
【全 引 求 二 次 迎 
fw, Y= A 2Bry-l Oy’, 
在 条 件 好 十 如一 
下 的 最 大 信 与 最 小 值 (4、B、C 为 常数 ). 
解 ， 造 沙 数 
= Ar +2 Bry OFP—Aw + 1), 
上 式 把 写成 一 没有 本 质 区 别 , 因 和 本 来 就 荐 一 个 变数 , 无 
论 写 成 和 还 基 一 人 都 代表 变数 ， 这 样 写 只 是 为 了 以 后 结果 好 
看 些 . 
求 尔 数 酌 通常 极 什 的 必要 条 忻 , 得 
B=242+2By—2A~0, 
2B 20y —2hy=0, (10.9) 
B=2 1=0. 
把 上 面 方程 前 两 式 化 简 , 得 
(dA—Ms+ By=0, 
{gt (CO—MNy=0, 


(10.19) 
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内 连续 函数 了 te 殷 在 单位 圆周 上 达到 它 的 最 大 信和 与 最 
小 值 , 所 以 最 大 点 与 最 小 点 一 ' 定 存在 , 旦 满足 方程 组 (10. 0). 
这 说 明 方程 组 (10.10? 有 非 零 解 , 由 代数 中 蓝 道 , 齐 次 线性 方 
程 组 有 非 零 解 时 , 它 的 系数 行列 式 必 为 零 , 即 得 

| A 8 
Be 
这 是 一 个 和 的 二 次 代数 方程 ,化 简 得 
HAFON+ (40- BY =0, 


0, 


解 出 入 为 


NA4+0+~TA4TD A440- 
3 ， 


ha 


_A+O— MATO ED 
F 。 


因 (4t+0)*-4t40 一 B= (4 一 O00) 十 483 之 0, 所 以 和 和 一 
定 是 实数 , 且 和 > 和 
对 应 加 求 (10.9) 往 解 ， 记 为 m3、 Wi 则 x, gr 满足 方程 
组 
Aw-t By — hams =0, 
Bot Oy — hn =0, 
人 十 对 一 1 
但 我 们 要 的 不 是 办、 所 的 什 , 而 是 fwy gy) 的 值 。 为 此 在 上 
面 方程 组 中 前 两 式 分 别 乘 以 %4、 gs 然后 相 加 ， 并 利用 第 三 式 
得 
Jet 的 ) = A + 2 Bw + OR = MA. 
同 理 ,对 应 和 2, 求 (10. 引 的 解 , 记 为 so、 ya, 则 有 
了 (za ga) 一 有 有 唱 十 2Boqoys 十 口 组 一 3。 
根据 问题 的 实际 意义 , 7 Ce 四 在 单位 加 同上 的 最 大 什 与 
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最 小 值 存在 , 而 方 茶 组 又 只 有 两 组 解 ,所 以 ha、 ho 就 是 二 次 型 
了 tw, 切 在 单位 圆周 上 的 最 大 值 与 最 小 值 ， 
为 了 下 而 的 需要 , 我 们 进一步 指出 : 


B 
1) 当 A>0, Be >0 时 , 有 加 宕 知 六 仿 
2) 当 4<0 >0 时 ,有 2 所 为 之 0 
二 B pe 了 人 3 
|i4 B| 
8 <0 几 Mi>0, ja<0 
) | oj| 时 ,有 入 » Ao U, 


事实 土 , 当 4>0， i | =AC 一 子 >0 时 , 必 有 0>0， 
现在 我 们 米 估 计 Xa， 因 
VOUATOT—40A0— BY VATOT = A+O, 


所 以 


ATO AAO— BYE 
nh eV ATD 4tA0—B) 


4 0 +0 _0; 


当 4<0， | 0| -4 到 >o 轩 必 有 C<0， 现 在 
我 们 来 估计 )， 因 

VC 一 44C 一 而 ) < (ATO = 4+C|， 
所 以 


TATO Ar By 
= A+O+V ATE 4(AO— BY) 


<4+0+ 470| 0, 


A BI 


=A0— BO HA 
ge <0 时 , 因 


二 
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VUATO TD >14+C|， 
所 以 


44+CNACTDI LO / 交 
1 一 A 


>4+0+ 4+0| >0, 


.ATO~V(ATO 4(A0- 
3 


<4+0-14+0 0. 
故 工 面 结论 成 立 . 


习题 二 十 四 
荆 ， 求 下 列 医 数 在 所 给 的 条 件 下 的 极 值 : 
D s+, tml, (a>0, b>0); 


2) 404, + (0, b>0); 


3) 5 一 cos? +o08Yy, 9—Y=. 


4 = -2y+28, 十 六 十 一 1; 
DD) =ry, P= z+y+2=0., 

8、 求 函 数 z= 十 ("+7") 在 5+y 一 (1>0, n> 了 之 下 的 极 值 ， 关 证 
上 明 : 当 a>0, 5>0, n=1 时 有 

(和 ?< 


2 


3， 求 了 Cpu zo 20m) 一 tzarr1gs 在 条件 二 上 + 了 + 
人 > 0, as 加 之 下 的 极 值 ， 并 证 明 ， 当 6:>0G~1, 9， …, 二 时 有 
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《4， 斌 求 拢 物 线 咏 一 和 上 上 的 点 ， 使 它 与 直线 一 一 和-0 的 距离 最 过. 
.已 知 知 形 户 长 为 部, 将 它 绕 共 一 
边 旋转 而 构成 一 立体 ， 求 使 立体 


体积 为 最 大 的 那个 知 形 ， “i 
6， 求 加 的 外 妨 三 角形 何 时 章 科 是 由 
小 [提示 :风力 140.] 人 
， , 


on 


?给 全 平面 上 AC, 1 Bs, 
区) CU 9) 三 点 ， 求 一 点 x， 图 1- 如 
肪 ,使 已 点 与 各 点 距离 平方 和 , 即 P43 所 十 PO? 为 最 小 ， 
38， 证 明 ;， 梯 加 内 接 三 角形 中 面积 最 关 的 部 个 三 角形 ， 其 一 个 顶点 的 
构 回 靶 线 必 与 三 角形 舅 外 两 个 项 点 的 联 线 阜 直 , 
提示 : 给 定 三 点 人 oo。 9; 则 其 商 积 为 
Tn 员工 


仿 = 豆 


ma ya 1|. 


za yi 1 
8， 根据 上 题 及 对 称 性 考虑 ， 最 大 醒 积 的 内 找 三 角形 一 边 平行 于 坐 极 
黄 , 由 此 求 出 面积 最 大 的 内 接 三 角形 . 
0， 求 函数 了 bw) 的 一 如 + 如 在 厅 件 4? 二 各 zy 二 oP?*1 之 下 的 极 值 
(aa、o 为 沉 娄 ). 
谋求 椭 图 抛物 面 2uz = 局 十 太 与 帆 加 柱 面 蒜 十 zy 十 护 一 丰 交 线 上 点 
的 竖 举 标 ? 的 最 大 值 与 最 小 住 . 


10.S 通常 极 值 的 充分 条 件 
求 函数 2 信 
在 闭 区 域 DD 上 的 最 大 值 与 最 小 值 时 ， 我们 可 以 先 求 出 方程 
组 
他 肋 一 小 (0.11) 
f(s, =0, 
在 区 域 也 上 的 所 有 解 组 ， 然后 设 区 域 卫 的 边界 由 方程 go， 
切 =0 表示 ,再 求 出 方程 组 


flr, WW +N, =0, 

Fuk, W) + hg tp, 四 = 

go WN =0. 
的 所 有 解 组 ， 只 要 比较 国 数 Fo 的 在 这 茜 组 解 组 的 值 ,最 大 
的 就 是 函数 在 闭 域 五 上 的 最 大 值 ， 最 小 的 就 是 函数 在 闭 域 也 
上 的 最 小 值 . 

如 果 要 求 函 数 了 (wz, 9) 在 上 的 极 大 什 与 极 小 信 ， 极 值 
必要 条 件 只 给 出 极 值 虚 存 在 的 范围 ， 其 它 什 么 也 没有 上 告诉 我 
们 ,， 答 上 面 比 较 函 数值 的 办 法 也 行 不 通 了 .， 因此 需要 讨论 极 
值 的 充分 条 件 ， 根 据 这 个 条 件 可 判断 一 点 究竟 是 一 极 值 点 还 
不 是 极 值 点 , 如 果 是 一 极 值 点 究竟 是 极 大 值 点 还 是 极 小 值 点 . 

下 而 我 们 利用 泰勒 公式 及 例 3, 可 以 给 出 极 值 的 充分 条 
件 ， 设 Po(zo， go) 是 方程 组 (10.1) 的 解 ， 所 以 在 Po 点 泰勒 
展 滤 为 


nt got 有 =o + 各 可 
2 , 2 1 
二 .Eco yo) 和 -HE yo) 各 so) pr]+ap, (10.19) 


当 p= NV 六 十 太一 0 时 ,有 有 a0， 记 
ao yo) p_ Pf (go, yo) 1 FF (mo, yo) 
4 Os » Oreoy 村 Oy ” 


式 子 (10.1 人 可 改写 成 
了 (go 十 训 的 十 有 一 了 (eo, go) 一 和 CA QBRR + OR?) pn, 


再 令 5 一 二 ,8 一 二 ， 风 忆 + 妨 一 ]， 且 上 式 可 生成 


中 
f lwoth, goth) —f (wo, go) = 和 (Aw + 2 Bryt Oy + 2o)， 
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要 看 law, ge) 是 极 小 、 还 是 极 大 、 还 是 无 极 值 , 就 群 上 式 右 端 
当 吕 完 分 小 时 的 值 是 大 于 零 , 还 是 小 于 零 , 还 是 有 正 有 负 ， 而 
上 涉 右 端 括号 中 的 a 是 的 于 零 的 景 ， 记 以 有 端 括 号 的 值 取决 
于 二 次 型 ， 这 个 一 次 型 在 条 件 只 二 多 一 上 之 下 的 最 大 值 与 最 
修 值 已 在 [ 例 中 作 过 讨论 , 于 是 得 到 下 面 结论 : 


有 A BB 
1) 当 4 o|>om, 6 切 在 lo, %) 点 有 极 小 


什 ; 


呈 | > 时 ,Fe 罗 在 Gom 网 点 有 极 大 


4 
2) 4<0| a| 


入， 
4 B 
3 | oo 时 ， f(z, 只 在 (eo, 9 点 无 极 信 ， 


事实 上 , 当 1) 中 朵 件 成 立时 ,由 [和 鲁 当 知 二 次 型 

Aw 2Bey + OF 
在 条 件 仿 十 久 = 二 之 下 的 最 小 值 >0, 且 当 p 充分 小 时 ， 可 
以 使 |241 < 和 n, 所 以 当 pp 充分 小 时 ,有 


Co 扩 有 F(ze 网 洒 生 0o+ 中 >0 (pz0)， 


即 产 (zo, go) 为 一 极 小 值 ; 
当 急 中 条 件 成 立时 , 由 例 3 刘 二 次 型 
Am +2Boyt+ Cy 
在 条 件 好 十 多 一 工 之 下 的 最 大 值 ;<<0， 入 当 pp 充分 小 时 ， 可 
以 司 ,2ej< 一 ja, 所 以 当 p 充 分 小 时 ,有 


Go 加 + 及 一 fw 0) < Eh <0 Cp. 


2 
部 了 kzo Yo) 为 一 极 大 值 ; 
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当 允 中 条 件 成 立时 , 由 例 3 知 二 次 型 
22 十 2Bay 十 Co2 

在 条 件 2 十 继 一 1 之 下 的 最 大 值 和 +>0， 最 小 值 js 天 0， 上 县 当 
P 充分 小 时 ， 可 以 使 ,24 <min(%, 一) ， 所 PP 充分 小 
时 ,在 最 大 点 和 全， 的 -全 和 
处, 有 有 

Wd vot hh) 一 站 (co yo) 

一 号 (ha 十 2o) >0, 


站 - 笃 处 有 
J (wot a, yh) _ fle Yo) 
2 
= 5 {hs+20) <0, 


[9 


这 表明 7, 护 一 flaw, so) 在 过 Po 的 一 条 直线 上 取 正 值 , 在 过 
Po 的 男 一 条 直线 上 取 负 值 ( 图 1-41), 所 以 了 (w, 切 在 (oo go) 
无 极 值 . 

当 40~B?=0 时 ,这 时 和 需要 根据 具体 问题 具体 分 析 它 是 
否 有 极 值 , 这 就 要 涉及 到 泰勒 展开 式 的 三 次 项 部 分 . 

[ 例 身 求 函 数 f(w, 胃 一 wy ke? 十 妨 一 了 的 极 值 , 
人 一 0， 

=r{et By 1) =0. 

解 上 而 方 释 组 共 得 九 组 解 如 下 ， 


解 ， 因 


(1D) z=y—0; (2) 2=0, y—1; 
(8) 2=0, 9 一 的 sb y=0; 
(0 cy (6) wy 一 去; 
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0 so 
(9) o-y- -到 
履 列 断 这 些 点 是 否 是 极 值 点 ,我 们 先 求 遇 二 阶 仿 导数 
Afr—bry, 再 一 一 8 二 8 一 Cj 一 6zg 
然后 将 九 组 解 代入 
于 与 40 一 Ba- (62y)’— (32 +3y—1)? 
检验 , 最 好 先 检验 AC 一 B 的 符号 ,车 40 一 配 <0, 就 不 必 检 
险工 的 符号 ， 因 
(40 一 BS) | 一 1<0， 所 以 Fe 功 在 (0, 0 点 无 极 


工 
如 


值 ; 

《4C 一 下 ) ln 一 一 4<0 所 入 Fe 幼 在 (0. 1 点 无 
极 值 ; 同样 可 知 了 Ge, 罗 在 (0， 一 了 《了 中 ，(L, 0) 点 无 
极 值 ; 


(4 一 2 区) 他 号 =2>0 AlG, = 3>0, 所 以 六 ) 
在 全 到 点 有 极 小 值 了 (可 ， -4 
CC 一 有 | 人 才 - 失 2>0 AlG, py” 


fw, 四 在 舍 .- 到 人 有 7 全 一 = 二 


同样 可 知 Fe 办 在 (一 各, 去) 点 FM 了 
-- 训 在 (到 一直) 点 月 小 值 六 (到 -本 ) -一 
【 合 可 ”来 直 方程 


如 十 282 一 好 一 了 好 一 外 
所 确定 的 函数 2 二 z(w, 纺 的 极 值 ， 
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解 : 令 fo gyre, 
由 为 = 一 所 /为 二 一 fy/ 扬 为 零 时 必须 分 子 为 零 ， 故 得 极 值 
必要 条 和 件 为 
f= ~27 -0, 
{py oa 0 (10,13) 
又 z=z{%, 轨 应 满足 方程 
了 一 好 十 Z02 一 下 一 oo 一 有 一 0 (10.13) 
这 样 , 由 上 而 三 个 方程 可 以 解 出 未 知 数 4o,， y, 办 ， 解 时 分 情 
形 讨论 ， 
由 人 10.19 第 二 式 ,得 z=0 及 z=2y. 
当 w=0 时 , 代入 (10.13) 得 s 一 土 8， 再 代入 (10.12) 第 一 
式 得 y( 填 3 一 y) ~0, 所 以 在 这 种 情形 下 共 得 四 组 解 : 
们 es-=-0 sg-0s-3 (9 wo-0, y-0, 2——3, 
(3) 2 一 0, y~3, %=3; (4) r=0, y=—8, 2= —3, 
当 z=2y 时 ,代入 (10.1 人 中 第 一 式 及 (10.13) 得 
22=0, 
{pt 0 
解 出 w 一 1,y 一 主 M3, 所 以 在 这 种 情形 下 共 得 两 组 解 : 
(EE 
{06) zl gg 一 一 3 一 一 3/ 
可 以 证 明 在 上 面 六 组 解 处 ， 有 天 天 0， 根 据 隐 函 数 存 在 定理 ， 
在 这 些 点 处 隐 函 数 2 一 z(%, 四 是 罕 在 的 ， 
为 了 检验 谭 函 数 是 和 否 有 极 值 ， 需 要 求 出 迪 ，zo dhy， 为 
此 先 求 z 的 一 阶 人 篇 导数 ,有 
和 
220 + 02 wy — 229 — 0, 
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求 二 阶 偏 导数 时 , 我 们 关心 的 是 二 阶 偏 导 数 在 六 组 解 处 的 值 ， 
而 在 这 六 组 解 处 有 2 一 0, 为 = 0, 所 以 为 了 书写 简单 起 匈 ， 求 
二 阶 偏 导数 时 , 把 含有 一 阶 仿 导数 项 略 去 不 写 , 得 : 
D2 二 20 一 2 一 D 
Zaps t+ yy DY 0, 
| So, + wy —22=0, 
所 以 4 和 
AO — He— xo* Zhy— Ley 
-入 一 (2g 一 芒 2 
er 
下 面 把 各 组 解 代 入 检验 ， 
(A0— BY) J cm, 0908) ~ -<0, 所 以 隐 函 数 在 前 四 组 


狂 处 无 极 值 点 ; 


v2 
(AC—B?) | ee 一 匣 >g 4 >0, 和 | 一 


一 > 至 <0， 所 以 方程 在 ol YY 可 :2 V 豆 点 确定 的 


隐 函 数 , 在 (1L，/ 3 ) 点 有 极 小 值 * 一 23/ 2; 方程 在 2=1, 9 一 
一 MV，z 一 一 2 VD 点 确定 的 用 函数 在 QL， 一 M2) 点 有 极 
大 值 z= 一 2V3， 


习题 二 十 五 
1. 求 下 列 函 数 的 极 值 : 
1) 2 一 2 一 Cy 一 DS 
2) #2 
3》 z= 荫 十 护 一 3; 
dd z= Bdry— 2 
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号 ) 5 一 Rin tteiny taintet+y)} 
0) = 一 局 了 二 始 % 一 说 宅 十 乃 ; 
TT) 3 一 5in zsiny-sints 1); 
8) 了 一 工 十 台 十 生 gin wsin y. 
. 求 下 列 隐 函数 的 极 值 
1) st 10=0; 
CE 


[a 


第 一 党 小 结 


1， 讲 了 二 元 函数 ,极限 .连续 的 定义 , 同时 指出 了 它们 每 
一 元 画 数 时 的 区 别 ， 相 应 于 一 元 的 复合 函数 与 反 画 数 ， 讲 了 
二 元 的 复合 沙 数 与 变换 . 

2. 微分, 偏 导数 .方向 导数 梯度， 都 是 用 来 刻 划 函 禾 在 
一 点 邻 域 处 的 变化 ， 方 向 导数 与 梯度 的 定义 时 不 要 求 司 微 ， 
但 用 寺 总 假设 函数 是 可 微 的 ， 微 分 是 一 数量 ， 偏 导数 与 方向 
导 教 也 是 数量, 但 它们 与 方向 有 关 ， 梯 度 为 一 疝 量 . 

3. 多 元 函数 的 微分 法 , 主要 是 掌握 复合 请 数 的 求 导 ， 高 
价 导数 、 隆 函数 求 导 可 以 归结 为 复合 函数 求 号 . 

4。 风 元 函数 的 应用 讲 了 四 个 方面 ,几何 方面 有 求 切 平 
面 、 法 线 、 切 线 、 法 平面 . 包 络 线 ; 极 值 方面 有 通常 极 值 .条 件 极 
值 . 最 速 下 降 法 ; 近似 计算 方面 有 泰勒 公式 ， 解 篇 微分 方程 方 
面 有 变量 堆 换 法 ， 


重 积 分 


有 了 定 积分 ， 可 以 求 一 般 平面 图 形 的 曾 积 ， 旋 转 体 的 体 
积 、 侧 面积 , 均匀 亚 片 的 质量 、 重 心 .转动 惯量 等 ， 骨 江上 醒 所 
提出 的 问题 ， 定 积分 这 个 工 其 是 有 效 的 、 而 要 解决 象 一 般 立 
栖 的 体积 , 变 密 度 薄片 的 质量 .重心 .转动 惯量 , 及 变 密度 物体 
质量 、 重 心 . 转 动 惯量 等 问题 , 单 用 定 积 分 的 概念 就 不 够 了 , 这 
些 问 题 在 实践 中 是 经 常会 下 到 的 , 因此 , 为 了 艇 决 实际 问题 ， 
有 必要 招 定 积分 概念 如 以 推广 ， 建 立 二 重 积分 和 三 重 积分 的 
概念 ,并 讨论 其 计算 方法 . 


第 一 节 二 重 积分 概念 和 性 质 


1.1 二 重 积 分 概念 


【 例 1】 求 曲 顶 柱 体 的 体积 . 

现在 的 建筑 大 多 可 以 看 成 是 一 平顺 柱 体 ， 曾 我 国 的 古代 
建筑 ,特别 象 享 子 ,就 是 一 种 曲 项 柱 体 ， 我 们 讨论 一 般 的 曲 顶 
柱 体 ， 它 的 底 是 xOy 平面 上 的 闭 区 域 D, 它 的 击 面 是 以 卫 的 
边界 曲线 为 准 线 、 以 平行 于 z 轴 的 直线 为 母线 的 柱 面 ,也 就 是 
把 刀 的 边界 册 线 垂直 地 向 上 移动 所 得 的 柱 面 , 它 的 顶 是 曲面 
2= 了 (rz. 用 (图 2 并 设 Fe、 幼 在 卫 上 连续 , 日、 的 关 
0 我 们 的 问题 就 是 要 求 这 个 曲 项 柱 体 的 体积 三， 

我 们 知道 举 顶 柱 体 的 高 是 不 变 的 , 它 的 体积 可 用 公式 ， 

体积 一 襄 x 底 面积 
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来 计算， 但 曲 项 柱 体 的 高 ， 也 就 是 曲 项 前 皮 玲 标 :Fo, 共 
: rte jp 。 是 变化 的 ， 因 此 它 的 体积 信 
不 能 按 上 述 公式 来 计算 . 若 
以 平 顶 柱 体 体积 的 计算 方法 
为 基础 ， 来 解决 曲 顶 柱 体 的 
体积 同 题 ， 就 会 过 到 高 度 发 
4 生变 化 的 困难 ， 怎 么 解决 这 
一 矛盾 呢 。 我 们 回忆 一 下 在 
求 曲 边 梯形 面积 时 ， 世 曾 遇 
图 2 到 进 这 类 矛盾 ， 当 时 我 们 是 
分 两 步 解 吹 的 ， 先 是 在 局 部 上 用 “以 直 代 曲 ” 的 方法 得 到 曲 这 
樟 形 的 近似 值 ; 然后 通过 取 极 限 ,出 近似 值得 到 准确 值 。 我 们 
仍 采用 这 一 种 思考 问题 前 方式 来 解决 上 述 求 曲 际 往 体 的 体积 
时 高 度 是 发 生变 化 的 矛盾 , = 
基体 来 说 ， 先 把 区 域 刀 
分 割 成 ?个 小 区 城 ， 记 为 ; 
4 Lo …，4 如 同时 也 
用 这 些 记号 表示 小 区 域 的 而 
积 ， 以 每 个 小 区 域 dni 一 
二 3, … %) 的 这 界线 为 准 
线 、 以 平行 于 = 轴 的 直线 为 
母线 作 柱 面 ， 这 样 就 把 给 定 
的 曲 项 柱 体 分 出 万 个 细 长 的 小 曲 顶 柱 体 ， 由 于 曲 怖 的 高 度 
4 一 了 (zw, 殷 是 连续 变化 的 ,在 每 个 小 区 域 gs 上 ,各 点 处 高 度 
变化 不 大 ， 可 以 近似 地 认为 是 细 长 的 平 项 往 飞 ， 并 在 Lc 中 
性 意 取 一 点 (5 oz)， 招 这 点 的 高 度 PK5o。 9 认为 就 是 这 个 小 
平 顶 柱 体 的 高 度 ( 图 2-2). 这 样 ,我 们 就 可 用 个 细 长 平 观 柱 
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体 体 职 的 总 和 , 近似 代 痊 沿 顶 柱 体 的 体积 六 , 即 
Vo, WA 


当 小 区 域 的 个 数 交 越 大 ， 且 每 个 小 区 域 Lo 的 图 濠 越 来 
越 小 时 ， 上 起 的 近似 程度 就 越 高 ， 但 只 要 小 区 域 的 个 数 是 有 
限 个 ,上 起 总 是 近似 的 ， 这 就 时 到 近 收 与 准确 的 耶 盾 ,要 解决 
这 个 矛盾 就 要 取 极 限 ， 需 要 注意 的 是 ， 不 能 对 所 有 小 区 域 面 
积 at>0 来 取 极限 ,因为 例如 我 们 可 以 取 一 小 区 域 do 是 以 
固定 常数 为 底 ， 以 户 为 高 的 抵 
形 , 当 五 -0 时 ,这 一 小 区 域 的 
面积 do; 十 趋 于 零 ， 但 不 能 保 
证 小 区 域 ho 收缩 或 -- 点 ， 因 
型 不 能 保证 dx, 上 的 卫 数 代 的 
变化 很 小 ， 世 就 不 能 把 小 曲 顶 
往 体 近 侯 看 成 平 顶 福 体 ， 为 了 
悚 每 个 小 曲 顶 六 体 无 限 邮 近似 图 23 
于 平 顶 柱 体 , 不 仅 要 求 小 区 域 欧 个 数 % 无 限 增多 , 面 且 要 求 每 
个 小 区 域 都 无 限 地 缩 向 于 一 点 (图 2-3)， 胃 记号 4ol->0 到 
示 针 有 小 区 域 都 无 限 缩 向 一 点 ， 通 过 对 14e1->0 取 极限 ， 就 
得 到 曲 顶 柱 体 体 积 灰 的 准确 值 


VV lm Bf Md, 


【 例 2] 求 平面 薄片 的 质量 . 

如 切 茉 用 的 医用 , 乃 消 处 说 , 刀刃 处 薄 , 它 可 以 看 成 是 密 
度 不 均匀 的 平面 薄片 一 般 设 有 一 平面 薄片 ， 它 占有 xOy 平 
面 上 的 闭 区 域 D， 在 力 的 每 点 (2, 态 姓 的 面 密度 为 plx, 切 ， 
其 中 pe, Y) 是 号 上 的 连续 正 值 肖 数 .我 们 的 问题 就 是 要 求 
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该 平面 薄片 的 质量 杂 ， 

如 果 平面 薄 上 的 而 密度 为 常量 时 ， 那 末 洲 片 的 质量 厅 以 
用 公式 

质量 = 面 密度 X 面积 

来 计算 ， 现 在 薄片 的 面 密度 不 是 常量 ， 而 是 变化 的 为 此 把 
区 域 如 任意 分 成 % 个 小 区 域 4rrG 一 二 2 …, mn)， 这 些 记号 
向 时 也 表示 小 区 域 的 面积 。 由 于 面 密度 plz, 的 的 连续 性 , 当 
每 一 个 4r; 的 图 形 充 分 小 时 ,4z: 上 的 面 密度 可 以 近似 看 成 不 
变 , 并 在 4 上 任 取 一 点 人 8， 70 ,用 这 点 的 面 密度 pC 0) 代 
替 小 区 域 jo 上 各 点 的 面 峰 度 ， 这 样 就 得 到 所 求 薄片 质量 的 
近似 值 ， 


= 家 pf Wor 


为 了 得 到 对 的 准确 值 , 可 令 上 述 小 区 域 的 个 数 呈 无限 增 
多 ， 面 且 每 个 小 区 域 无 限 缩 癌 一 点 ， 最 后 得 出 所 求 薄片 的 质 
量 : 


HM= lim plés, m) or. 
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上 面 我 们 分 析 了 曲 项 柱 体 的 体积 ， 和 平面 薄片 的 质量 两 
个 问题 , 虽然 它们 的 实际 意义 不 同 , 但 计算 这 些 量 时 所 遇 到 前 
困难、 解决 这 些 困难 的 方法 是 相间 的 ， 且 最 后 表达 这 些 量 的 
数学 表达 式 也 是 有 相当 多 的 共同 之 处 ， 即 都 是 求 项 数 无 限 增 
如 ， 而 每 一 项 无 限 变 小 时 的 这 种 和 式 的 极限 ， 因 此 ， 可 以 从 
这 类 问题 中 抽象 出 它们 的 共同 数学 本 质 ， 得 到 二 重 积分 的 定 
义 . 

定义 ” 设 画 数 F(z, 急 在 有 界 讲 区 域 忆 上 定义 ， 把 卫 任 
意 分 成 几 个 小 区 域 4orGi 一 1，2，…， 叫 〈 这 些 记号 同 针 也 者 
示 小 区 域 的 面积 ) ,在 小 区 域 st: 上任 取 一 点 (4 mw) G6=1， 2 
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…, 名 ,车 极限 
Lim f(é:, na do 
Fe, 


存在 ， 则 称 级 恨 信 为 函数 Fz, 胃 在 厅 区 域 D 上 的 二 重 积 分 
(这 里 |4cl->0 改 示 记 有 小 区 成 都 缩 癌 一 点 ) ， 记 作 
| ff wer. 


Dn 
其 中 f(z 扔 吕 做 被 积 西 数 , 卫 巾 做 积分 区 域 , gs、 纠 做 积分 
变量 ,go 岂 做 面积 元 素 ， 
有 了 重 积分 的 定义 , 我 们 可 以 说 曲 顶 往 体 的 体积 , 等 于 曲 
顶 竖 华 标 疫 数 在 其 底面 上 的 二 重 积分 , 即 
-||fée, Wao 


五 


平面 薄片 的 质量 等 于 面 密度 函数 在 其 所 占 区 域 上 的 二 重 积 
分 , 即 


型 -je 2)ac。 


卫 
车 fz, 狼 宇 0 ， 那 末 二 重 积分 的 几何 意义 就 是 曲 项 柱 体 
的 体积 车 了 (zw, 外 拟 0, 积分 


Te Wao, 


在 数值 上 与 倒置 着 的 曲 顶 柱 体 的 体积 差 一 傈 号 ， 所 以 确切 地 
说 ,二 重 积分 表示 的 是 展 布 在 x0y 平 阿 上 ,下 立体 的 上 、 下 体 
积 的 代数 和 . 

特别 地 , 在 有 界 阅 域 了 上 fC%, 失 = 并 且 卫 的 面积 为 
0， 由 二 重 积 分 定义 直接 可 得 


ja a, ~ 


到 一 一 一 一 一 
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这 就 是 说 ,二 重 积分 | ae 在 数 信 上 等 于 闭 区 域 力 的 面积 


五 

当 积 分 存在 时 , 常常 可 以 采用 特殊 的 方法 来 分 割 区 域 DD. 
y 如 用 平行 于 坐标 轴 的 、 且 等 距 
的 直线 网 来 分 着 区 域 了 也， 把 DD 
分 成 许多 小 区 域 ， 这 些小 区 域 
可 以 分 为 两 类 ， 一 类 完全 在 也 
内 ， 凑 形状 为 大 小 站 辣 的 小 矩 
形 ， 另 一 类 位 在 卫 的 边界 处 ， 
其 形状 为 小 矩形 的 碎片 。 当 取 

图 24% 极 腿 时 ， 后 一 类 小 区 域 的 面积 
总 和 和 趋 于 零 ， 所 以 要 不 要 它们 对 最 后 极限 值 不 起 影响 〈 图 
2 务 ， 我 从 只 需 考虑 完全 在 玫 内 药 抑 形 小 区 域 4o,， 设 其 个 
数 为 一 mtdz， dy), dz、 i 为 小 矩形 的 两 过 长 ， 由 于 

do — Ly dy, 


于 是 
站 re war = lm, SFC, m0 drdy 
= lim Sf CE, mAs dy. 
后 者 极限 忆 也 带 记 成 | 7(z， 急 qadyy。 反之， 如 果 对 区 域 刀 


的 特殊 分 着 任意 取 点 ， 当 |4c| 一 0 时 积分 和 的 极限 存在 , 那 
未 对 于 DD 的 任意 分 寄 、 任意 取 点 (5 m)， 当 14o1->0 时 积分 
和 的 核 限 也 存在 (由 于 准 各 知识 不 够 , 证 明 从 赂 ), 所 以 有 


站 Fe Die- 人 Ge waray. 
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1.2 二 重 积分 性 质 


上 曾 我 们 说 到 ， 如果 f(z, 内 在 有 界 闭 区 域 了 上 定义 ,对 
了 的 任意 分 制 、 点 (Eo ?io 的 任意 取 法 , 车 极限 


lim FFE mAdoemI 


la40t=0 4=4 
存在 ， 则 称 函 数 Fw, g) 在 闭 城 卫 上 可 积 ， 究 竟 什 么 样 函 数 
在 吕 上 是 癌 积 的 呢 ? 首先 我 们 注意 到 ,如果 了 (2 起 在 闭 域 也 
上 可 积 (其 积分 值 为 了 ， 那 末 阔 数 一 定 是 有 界 的 。 否则 不 管 
在 什么 祥 分 割 下 ， 函 数 总 在 一 个 小 区 域 oc; 上 无 界 ， 由 于 点 
C64 ?0 可 以 随心 所 谷地 到 ,我 们 总 可 以 先 取 定 ?了 了 的 项 , 然 
后 取 函 数值 了 (Es, 充分 大 ， 使 得 积分 和 


Bf és 由 如 


充分 大 ， 面 这 与 和 式 的 极 腿 为 了 矛盾 .所 以 可 积 函 数 一 定 有 
界 . 反之， 有 界 画 数 不 一 定 可 积 ， 要 7(z, 用 可 积 ， 必 须 对 范 
数 加 更 强 的 条 人 忻 ， 这 里 我 们 指出 两 种 常见 的 可 积 情形 .一 是 
jz, 级 在 闭 域 了 上 二 元 连续 ， 那 来 它 是 可 积 的 (以 后 我 们 明 
到 的 函数 多 是 这 种 情形 ); 一 是 fo 9) 在 闭 域 吕 上 除去 有 限 
条 线 及 有 限 个 点 外 连续 ， 并 在 了 上 有 界 ， 那 末 它 也 是 可 积 
的 ， 如 函数 


Ty 
oe 2 十 护 到 0， 
0， 妇 十 只 一 0， 
它 在 原点 不 连续 ， 但 有 界 ， 所 以 函数 在 任 一 包含 原点 的 闭 域 
卫 上 可 积 ， 又 如 函数 


flv, 力 -aro 记 世 
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它 的 值 域 为 [一 于 ,于 即 函 数 有 办， 并 在 除去 正 = 轴 后 的 平 
面 上 迪 续 , 所 以 函数 在 任 一 不 包含 原点 的 闭 域 呈 上 可 积 .又 如 


函数 Ty 在 原点 外 连续 , 但 在 原点 处 无 界 , 这 个 函数 在 任 


一 包含 原点 的 区 域 了 上 是 不 可 积 的 ， 
对 闭 城 卫 上 可 各 函数 fg, 护 、g(c, 执 有 下 列 性 质 ， 
站 ffar@, ac- 台 Fe War (为 溪 娄 ); 


| 了 


加 中 Bee WD 4g, Wlas 


-| War ff ge, Wa 


3) 设 卫 由 妨 , Ds 组 成 , 县 
六 ,Ds 除 边界 外 无 公共 点 (图 


2- 友 , 央 有 
re War= |r, nm 


+ yam 
四 3 人 设 在 D 上 有 
Je D9, WD, WO [Fs, Worl fg om 


下 设 了 lz, 奶 在 闭 城 DD 上 连续 ， 则 在 四 上 总 存在 一 点 
全, 0), 使得 


es Dec-ree D0, 


其 中 6 为 困 域 也 的 面积 ， 这 一 性 质 称 为 积分 中 们 定理 ， 
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下 面 我 们 只 证 注 质 七 . 

[证明 ] 国 7《% 绥 在 有 界 闭 城防 上 连续 ， 根据 碍 界 闵 - 
入 西数 取 到 硫 太 值 ,最 小 值 定理 ， 在 了 上 总 存在 一 点 
四 mw 便 7eu 等 于 最 大 全 1， 又 存在 一 点 (zs, ya) ,使 
了 (es, yo) 等 于 最 小 值 名 ， 那 末 对 于 五 上 所 有 的 点 人 切 , 有 有 

mf ws, Yo) fy, W Ef yi) 一 看， 
由 上 述 性 质 艰 可 得 
站 masjjzre， Wiref {mao, 


再 由 上 述 性 质 力 ,并 记 区 域 巴 的 蒿 积 为 o, 得 到 
mo re Wado, 


或 ms 人 Wir 

根据 连续 秀 数 到 中 问 什 定理, 知 旋 上 几 存 在 一 虑 远 , 加 ,使 
站 ye Dear=jt 由 ， 

即 re war/ Dee, 1 


这 性 质 说 明 , 当 曲 顶 柱 体 竖 坐 慰 违 续 变 化 时 , 戎 硕 柱 体 的 
体积 ， 等 于 以 某 一 紧 坐 标 为 高 的 同 底 平 顶 往 休 的 体积，F(e， 
们 就 称 为 fo, 只 在 如 上 的 平均 高 度 . 


习 题 一 


1. 设 了 (zw 坊 ，9(w, 级 在 团 域 了 上 可 积 ,有 内 
Fe WD g(r, 的 。 
试 从 定义 出 发 证 遇 : 
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fenmosffee Wao. 


3 5 


3, 设 f(z, 芒 在 闲 域 号 上 连续 ,证 明 ; 


[Je Wool < fice, pm 
3 设 f(%, 攻 , 9(%, 太 在 闭 域 也 上 连续 , 且 3(z, y) 在 D 上 不 政变 符 


号 ,证 晓 ; 在 也 上 总 可 找到 一 点 (6 鸡 


， 使 


fres, Wg, PAT = E, fa, Wao, 
Dn 卫 


4 ， 根 据 二 重 积 分 的 儿 何 意 义 ， 说 明 下 列 积分 值 是 火 于 零 ， 还 是 小 于 
零 ,还 是 等 丁 零 ， 
了 人 (40do, 2 | 人 -Didai 
BE 9 入 
3) ff zo; ， 入 gdo; 
Bi 二 
5) Tai 人 zg; 
whet tt 
7) [ zydo; 8) | ya 
dhe Id 


第 二 节 ”二 重 积 分 的 计算 
本 节 将 根据 二 重 积分 的 几何 意义 ， 来 说 明 二 量 积 分 的 计 


算 方 法 。 它 把 算 一 个 二 重 积分 问题 ， 
问题 


化 为 接连 算 两 个 定 积分 


号 .I 利用 直角 坐标 系 计算 二 重 积 分 
下 面 先 讨论 连续 湖 数 了 (z, 办 之 0 时 ,二 重 积分 的 计算 问 
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设 积分 区 域 也 是 由 两 条 平行 直线 x 一 4 2 一 5 及 两 条 连 
线 曲 线 g 一 入 ( 鸭 、8 一 凡人 2) (在 [4, 杂 上 go(2) 庆 xtz)) 所 图 
成 ,就 是 说 , 区 域 了 可 以 用 不 等 式 
q(T) YE 与 dreb, 
来 表示 (图 2-6)， 


， 1 
lt] | yas(s) 
} 1 
1 | J | 
1 nD | ! | 。。 
ol so 5 
图 26 
按照 二 重 积分 的 几何 意义 ，| | 7(e， 的 de 的 值 等 于 以 刀 
-一 ~ 一 一 一 ~ 


万 


为 底 、 以 曲面 z= fx 四 为 项 的 曲 顶 柱 体 的 体积 ， 下面 我 们 
用 “切片 法 "来 求 则 顶 福 体 的 
体积 . 

作 于 yOz 坐标 面 平行 的 
平面 2= 2, 这 平面 与 曲 硕 柱 
体 相交 所 得 的 截面 ， 是 个 
型 区 间 [py(20)， gal(0)4 为 
遍 、 以 z= 了 《go, 殷 为 曲 边 的 
曲 边 梯形 (图 2- 中 阴影 部 
分 ). 所 以 这 截面 的 面积 为 


4 一 reo Wy 
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一 般 地 , 过 区 间 [a, 可 上 上 任 一 点 已 且 平 行 于 y0s 坐标 面 的 平 
面 , 与 曲 硕 柱 体 相交 所 得 截面 的 面积 为 


pt) 


4 = Ac Way. 


凸 式 中 是 积分 变 车 , z 在 积分 时 保持 不 变 ， 对 于 区 间 [6, 怠 
上 每 一 个 2, 都 有 蕉 面积 4(2) 与 之 对 庶 , 根据 省 数 概念 , 4 (0) 
基 2 的 沙 数 ,而 且 可 以 证 明 , 当 Jtz, 骨 、 Py(%)、Valz) 都 连续 
时 , 两 数 4 也 是 > 的 连 
续 函 数 . 

现在 用 平行 于 yOs 西 
的 平面 ， 把 临 项 柱 体 切割 
成 许多 薄片 ， 任 取 一 个 位 
壮 儿 与 十 凤 之 间 的 薄片 
(图 2-8), 这 个 薄片 的 厚 
度 为 d， 面 且 当 性 充分 

加 23 小 时 ， 这 注 片 可 以 看 成 以 
截面 4( 芒 为 底 ， 高 为 oz 的 薄 柱 体 ， 薄 片 体 积 近似 为 
oF 一 der， 
所以 蜂 项 柱 休 的 体积 为 
r= stor [se amle 

即 得 重 积 分 计算 公式 


[re wer- Pre parle 


或 
Ne wil fe Du DD 
上 式 且 喘 是 一 个 先 对 3 后 好 的 累 次 积分 。 求 肉 忆 积 
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分 时 , 把 4 看 作 常数 而 是 积分 变量 面积 分 上 .下 限 可 以 依 
种 于 2 积 分 的 结果 是 z 的 函数 ， 然 后 再 对 < 求 外 层 积分 ,这 
时 积分 上 、 下 限 一 定 为 常数 、 y 
上 上述 公 趟 也 可 以 形象 近来 理 
解 ， 要 完成 二 重 积 分， 就 要 使 积 
分 变量 虐 不 重复 、 也 不 遗漏 地 跑 
乌 整 个 区 域 刀 ， 一 种 简单 的 办 法 | 
! 


是 : 先 让 积分 变量 跑 过 一 条 线 , 然 | 
后 直线 变 ， 积 分 变量 就 扫 过 -个 中“ 
面 。 具体 来 说 ， 对 于 [we, 5] 内 的 图 2 


住 一个“ 值 , 相应 地 有 纵 榴 标 从 gy 一 Pu?) 到 y 一 pa) 的 一 段 
线 妃 与 之 对 应 (图 2 9), 内 层 积分 表示 对 了 Cw, 只 完 成 了 在 这 
线段 上 的 积分 ， 当 4“ 从 4 变 到 8 时 ， 这 变动 线段 就 扫 过 区 域 
卫 ， 所 以 累 次 积分 就 表示 对 了 (wv, 妨 完 万 了 在 力 上 的 二 重 积 
分 . 

类 似 可 以 说 明 , 如 果 区 域 刀 是 由 两 条 平行 直线 Y 一 e 9 一 
马 及 两 条 连续 曲线 一 粒 人) 一 各 人 i 在 区 间 [o 罗 上 几 人 ) 
瓜 Wo(y)) 所 围 威 , 地 就 是 说 , 区 域 也 可 以 用 不 等 式 

Devoeyaty) 与 SYS 

来 表示 (图 2-10)， 那 末 


| (o， ao [re 只 dw dy, 


wu 
并 


re pao = o ses, Das, Ga 


上 而 我 们 讨论 了 被 积 画 数 了 (zw, 妨 在 石上 连续 、 且 不 到 
负 什 情形 ， 如 果 了 Cz, y) 具 在 卫 上 和 连续， 总 可 以 收 为 已 讨论 
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图 2-10 


过 的 情形 事实 上 我 们 把 Fe, 内 改写 成 
fem, 用 下凡 WD Nfs Y) A DD 


人 fale, D= 肋 Te 人 ， 


< 
foly, DW= Df 几 
于 


则 函数 (2, 四, fst%, 执 在 区 域 卫 上 连续 . 且 不 基 负 值 ， 由 
重 积分 性 质 2) 得 


je Ddo=|| Fs wae |[fate, Wag, 
人 


这 样 就 把 任 一 连续 函数 的 重 积分 , 化 为 两 个 连续 . 且 不 取 负 值 
函数 的 重 积分 之 善 . 而 对 函数 f(z， 阴 ,fazw， 妇 的 重 积分 
可 化 为 累 次 积分 , 因此 对 函数 .Am, 只 的 重 积分 也 可 化 为 累 次 
积分 ， 仿 此 ， 以 后 我 们 有 理 出 先 对 非 负 函 数 进行 讨论 . 

车 函数 了 (z， 四 ， 在 卫 上 有 一 些 间断 线 与 间断 点 时 ， 上 
面 化 暴 次 积分 的 公式 仍 成 立 ， 因 为 这 时 它 的 几何 意义 并 没有 
改变 ， 如 果 说 原来 曲 项 柱 体 的 形状 象 一 个 光滑 的 山头 ， 那 未 
现在 曲 贰 柱 体 的 形状 就 象 充满 梯田 的 山头 ， 用 切片 法 求 笨 积 
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仍 保持 有 效 . 


[ 例 L】 计算 积分 ss do, 其 中 也 蚌 


I 
Ire2 与 0< ys1， 

解法 一 ， 先 画 出 区 域 D( 图 2-I 了 ). 我 们 看 到 了 在 % 轴 

上 的 投影 是 区 闻 [ 红 , 2] ,对 于 该 区 间 内 任 一 3, 相 诬 地 有 纵 坐 

标 从 y=0 到 y=1 的 一 条 线段 与 之 对 应 , 因此 由 公式 多, 蕊 得 


|r Tr drdy= | 站 的 -| [earetg yd 


fw 7 
-县 eae- 让 = 


解法 二 : 区 域 了 在 y 轴 上 的 投影 是 区 间 10, 1], 对 于 该 区 
加 内 的 任 一 y， 相 应 地 有 机 坐标 从 %=1 到 %=2 的 一 条 线 和 八 
与 之 对 应 (图 2-13), 因此 由 公式 2. 久 得 


Ei 


图 2-41 图 2-12 
如 1 fa oz Tf dy _7 
并 TT 作 全 | I+ 下 1+ 1 ™ 
中 这 例 可 以 看 出 , 当 积分 区 域 是 一 短 形 , 被 积 函 数 可 以 分 


离 成 只 含 z 的 函数 和 只 含 y 的 函数 相 飞 时 ， 二 重税 分 可 以 看 
作 两 个 定 积分 相 乘 , 好 
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| #0 9aroy Dec 9 oy. 


rd 
ec 


事实 上 应用 公式 2. 得 
(| ea ff fg alae, 


FaD 
Gayed 


上 式 右 端 对 Y 求 积 时 , 把 2 看 成 常数 ， 因 此 可 以 将 7(22) 提 到 
内 层 积分 号 之 外 , 变 为 


[rpaelam 


而 证 积分 | gg)dw 为 一 过 数 ， 又 可 将 它 提 到 外 层 积分 号 之 
外 , 即 得 
人 sonar Far gay. 


LP 
Oeyed 


【 例 3】 计算 二 重 积 秀一 访 4o， 其 中 区 域 是 


0<z<sl 与 0<gyst， 
解法 一 ; 先 画 出 区 域 D, 并 标 出 边界 的 方程 和 两 条 边界 线 
交点 的 坐标 (图 2-13). 区域 卫 在 2 轴 上 的 投 涪 为 区 间 [0, 1]， 
对 于 该 区 间 内 的 性 一 2s， 相 应 地 有 纵 龌 标 从 y=0 到 y=z 的 


y y 
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一 条 线段 与 之 对 应 : 因此 由 公式 2. 了 得 
人 天 tm- vt 


| [$ve Fre aresin 2)] ee 
解法 二 ; 区 域 了 在 y 轴 上 的 投影 是 区 间 [0, 1], 对 于 该 区 

间 肉 的 任 一 % 相应 地 有 横 坐 标 从 “=y 到 z=1 的 一 条 线段 

与 之 对 应 {图 2-14). 因 此 由 公式 2. 驴 得 

[V2 Fay = of Ed 

-| eV) jy 

=- 引 [Vi yin M+ In 


这 例 说 明了 ,把 二 重 积分 化 为 累 次 积分 时 , 究竟 是 先 对 y 
后 对 2 积分， 还 是 先 对 2 后 对 9 积分 却 大 有 讲究 .有 些 题 这 
珊 种 次 序 的 难 易 性 度 差别 不 大 ， 有 些 题 这 两 种 次 序 的 难 易 程 
度 可 以 相差 很 大 , 甚至 对 一 种 次 序 积分 可 以 “ 积 出 来 ”而 对 号 
一 种 次 部 积分 却 “ 积 不 出 来 ”. 所 以 每 个 题 都 要 根据 区 域 DD 和 
被 积 函 数 的 特点 进行 具体 分 析 ， 也 可 先 作 一 灵 侦 察 工作 和 粗 
算 , 然后 决定 选取 那 一 个 次 序 进 行 具体 详细 的 积分 , 


[后 8] 计算 二 重 积分 | 各 dr， 其 中 力 是 由 直线 ~ 
LD 
2 y 一 2 及 双 脂 线 ey~1 国 成 的 区 域 
解法 一 先 西 由 区域 并 标 出 边界 的 方 鞭 和 两 条 边界 禾 
交点 的 学 标 , DD 在 « 露 上 的 投影 是 区 间 [L， 习 ， 对 于 该 区 间 
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内 的 在 一 捉 应 寺 有 纵 学 标 及 y= 二 到 y=s 的 一 条 线 且 与 
之 对 应 < 图 2- 夫 ), 因此 由 公式 (8. 了 得 


[EE 


至 


"(+n)dv=d 
-Je r= 子 : 


饰 法 二 ， 也 在 y 轴 上 的 投影 是 区 间 | 去 ，2], 对 于 该 区 间 
内 的 三 一 % 考察 横 坐 标 变 化 是 一 条 仔 么 样 线段 时 ,发 现 对 了 
区 癌 [ 宇 ，1] 内 的 y， 与 区 加 [1, 思 内 的 y 情况 是 不 同 药 ， 为 
此 我 们 用 直线 y=1 把 区 起 了 分 成 两 个 区 域 防 与 De (图 
16), 


图 2-15 图 2-18 


对 于 区 间 [L, 习 内 的 任 一 y， 相 应 地 有 机 坐 标 从 sy 到 
z=2 的 一 条 线段 与 之 对 应 ; 


对 于 区 风土 ，1] 内 的 任 一 y， 相 应 地 有 模具 标 从 < 一 二 
到 * 一 2 的 一 条 线段 与 之 对 应 .所 以 
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Ah mv 


凡生 个” 


-入 
这 秽 说 明 求 二 重 积分 时 ， 着 积分 区 域 了 的 边界 是 分 段 区 
数 , 或 呈 不 属于 图 2-6 或 图 2-10 所 未 类 型 时 ， 总 可 以 用 平行 
于 < 轴 或 y 铀 的 直线 把 卫 分 成 若干 个 于 区 域 , 使 每 个 子 区 域 
都 属于 上 述 类 型 区 域 ，D 上 积分 就 化 为 每 个 子 区 域 上 的 积 
分 ， 


[ 例 41 计算 二 重 积分 (z+y)do， 其 中 了 为 邓 物 线 


9 一 人 2、y~409 及 直线 y 一 1 所 转 成 的 区 域 . 

鬼 法 一 : 先 到 出 区 域 D, 并 标 出 边界 曲线 方程 和 两 条 边界 
曲线 交点 的 蔡 标 〈 图 2-17)， 计 算 前 我 们 先 来 考察 一 下 区 域 
和 被 积 函 数 的 竺 性、 由 图 看 出 了 关于 y 轴 是 对 称 的 , 函数 
是 奇 函 数 , 所 以 有 


jl teo]| oo wo-)| yao, 


再 由 函数 y 是 偶 函 数 ,并 记 也 在 xz>f 部 分 为 Do 则 有 


可 
| 《ge 十 2 一 | wdrr—2 [yar 一 中， 卉 | yey 
n 学 


Hy 
1 
~ 人 YN Ydy— 


解法 二 ， 节 先 对 y 积 后 对 积 时 ， 需要 作 圳 助 绕 < 一 二 
把 区 域 及 分 成 De 生 (图 218)， 所 以 有 


J (2 十 拉 Gr 一 all AT = 下 3ac 十 ww 
下 ao 人 vot < ydy 
-= HE pawt 四 (一 op)dz= 


这 合 说 明 做 是 时 , 移 要 考 绒 区 培 机 针 积 冰 吉 有 无 对 交 竹 ， 
有 的 一 看 就 知道 积分 为 各, 有 的 可 使 积分 化 简 ， 否 则 欧 话 ,就 
会 把 时 间 花 在 无 亩 的 计算 上 , 不 仅 是 "得不偿失 ” 往往 是 有 类 
元 得 

【 例 5] 求 两 个 六 色相 等 其 轴 重 直 相 交 的 辐 柱 面 所 图 成 
欧 立 体 的 体积 . 

解 ， 设 圆柱 面 的 半径 为 召 ， 且 这 两 个 圆柱 面 的 方程 分 别 
为 ， 

CR 二 

利用 所 求 立 体 关于 从 标 面 的 对 称 性 ， 只 要 算 出 它 在 第 一 卦 限 
部 分 (图 2-19) 的 体积 玉 ， 然 后 莱 以 8 就 行 了 . 

所 求 立 体 在 第 一 卦 限 部 分 ,可 以 看 成 是 一 个 向 顶 柱 体 , 它 
的 底 是 sOy 面 上 四 分 之 一 前 圆 DP. sy VB 一 与 4<v 
世情 ( 图 2-20); 它 的 项 是 柱 面 2= MB 一 3 所 以 

一 176 一 


R EI 
廊下 到 -rae=| de Vdy 
o 0 
2 


EB a ms, 
从 而 得 到 所 求 立体 的 蛋 积 为 
PV-87- 臣 记 


读 卷 也 可 以 把 "= ~ 本 一 必 看 成 出 顶 柱 体 的 项 , 把 D, 0 
<y<R 与 0<3<y 看 成 曲 顶 柱 体 的 底 , 完 求 出 该 曲 项 往 体 的 
体积 , 再 莱 以 16 也 可 得 出 所 求 立 体 的 体积 ， 

【 例 6] 求 由 则 而 2 一 中 .TY 二 2 一 二 及 坐标 而 202 30 
所 转 成 的 立体 的 体积 . 

解 ， 记 求 立体 是 位 于 空间 第 一 卦 限 中 的 平面 wt+y+2 一 1 
与 双 曲 闸 z=wy 上 下 合围 而 成 (图 2-21)、 该 立体 在 x0y 面 
上 的 投影 为 区 域 D， 吕 的 两 条 边界 是 和 % 轴 和 轴 ， 第 三 条 边 
界线 是 由 上 述 两 个 曲面 的 交 线 

w+yt2=—1, 
Es 
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碍 zO04 平 铬 上 的 投影 晶 线 ， 所 以 第 三 条 过 界 曲 线 可 以 从 芋 两 
方程 中 消 才 2 而 得 到 , 即 为 (图 2-22) 


图 2-21 图 2-22 


m+y+ry =1. 
由 于 立体 体积 可 以 看 成 两 个 晶 顶 柱 体 林 积 之 差 , 一 个 
是 以 z=1 一 w 一 y 为 项 ， 以 姻 为 底 的 曲 顶 柱 体 ; 一 个 是 以 > 一 
28 为 顶 ， 以 DD 为 底 的 晶 顶 柱 体 ， 所 以 立体 体积 六 为， 


r- 人 fa ui 一 的 dc Jj- fay wy) lo 


=- eo go 四 -二 |- 生 -人 - 
-ee 


4) 21n2—, 
最 后 ， 我 们 总 结 生生 各 办 与 村 次 各 委 的 关系 由 公式 
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人 . 必 与 人 .分 看 出 ， 著 7 了 (Go 办 可 积 ， 即 了 tw, 力 满 足 我 们 所 

说 的 可 积 条 件 , 那么 它 的 两 个 累 次 积分 也 存在 , 而且 相 等 ， 反 

之 ， 若 丽 数 的 两 个 暴 次 积分 存在 ， 不 能 保证 函数 的 重 积分 存 

2 一 22 

To -| 人 

0 ， Ff 一 0 或 y 一 0, 

在 区 域 DD. 0% 所 1 与 0<&y<<1 上 的 情况 ， 先 任意 因 定 %， 若 

2 尖 0, 注意 到 


v0 与 y>0, 


(= 

ED 2 十 3 《2 二 县 

加 I 2 y 1 _ 1 

有 了 人 Dw=|, 《十 多) 吧 = Wlo 1+e" 


若 o-0 时 ， | Fo Ww 0 0. 
因 盘 数 在 一 点 的 值 对 定 积分 不 起 影响 , 认 以 当 0<%< 时 ,有 
1 1 1 元 
7 0 Tr 
加 Hf dg oe 
同 再 ,由 芳 (- 吉 9)- 说 
再 得 “二 yo Di- 一 5 一 全 ， 


函数 了 (zw, 从 的 柄 个 黑 次 积分 不 相等 , 因此 函 妆 的 重 积分 
一 定 不 存在 , 否则 与 土 述 结论 矛盾 . 


马 .2 偏 导数 与 次 序 无 闫 定理 
在 讲 多 元 函数 微分 时 ， 我 们 提 到 只要 混合 偏 导 数 疡 ve 
从 与 fz, 的 在 区 成 刁 上 连续 , 则 它们 必 相 等 
Te 力 二 jeto Y), 
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观 在 , 我 们 利用 重 积分 的 计算 来 证 明 这 一 定理 .用 反 证 法 , 假 


由 于 两 个 混合 仿 导 数 在 Po 点 连续 ， 记 以 总 可 以 找 出 以 


设 两 个 混合 偏 导数 在 了 口上 不 
恒 等 , 则 它们 必 在 区 域 卫 中 一 
点 Pofzo, Yo) 不 等 ， 

FanCVos Yo) Ff yr Do, Yo) 
无 妨 设 它们 的 差 庆 于 零 ， 并 记 
为 8; 

fru lo, Ye) 一 Fasto Yo) 
一 ET 


了 为 中 心 , 且 完全 和 包 食 在 卫 负 的 小 矩形 4( 图 2-23)， 


QOSD 与 ?YE0, 


使 得 在 4 上 有 


foulm, WD -fle, WF. 


利用 重 积分 性 质 邹 和 多 可 得 : 


作 e War-|] Fle, Wao>|fEar 


a 村 4 


一 诗 @@-)(d-0), (2.8) 
而 由 重 积 分 计算 公式 (2.1) 知 


下 
a 


1 wae fan Fle, Way | Le D1 de 


4 


~ Ege, 四 -Po Oo= Lf Co, 四 -ff OF 


一 六 8 


,DF -fla, O48a, ©). 


叉 由 公式 区 .区 知 
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站 Re Was =f 0, D7, Fla +f ke, 9. 
本 
把 所 得 的 结果 代入 公式 名.3) 得 
0 (ba) (qd—0 >0, 


这 了 矛盾 说 明 反 证 法 假设 不 对 ， 即 两 个 混合 储 导 数 在 区 域 卫 上 
恒 等 . 


hol 


题 二 
二 计算 下 列 二 各 黄 分 ， 
3 f Ee-wrdy, DD: 0are2 0cye; 
J 


” 人 和 号 DD，0<zsd 9 dyea, (es0); 
站 

3 [aye war ey, D: Orea Ss 0cyeb, Co Di 
; 


teal 
El 有 二 与 Oye 
) 和 全 Fy D1: DarslSs 0ye1, 


i 
-改变 直列 各 题 的 积分 硕 亩 : 
D asf fe Dey (a>0); 


| 


2 arf Fe, ay 


YY 
3 | 可 三 wars 
0 -vy 
四 + 
1 [dof per, Way. 
-1 rr 
计算 下 列 富 重 积分 : 
1 | [ay aray, D， 由 y=#+4# 一 于 xm0 gd 直线 所 围 成 的 


二 


区 城 ; 


外 [etwasoy, D， 出 9 区 0 m+y 一 3 所 国 成 的 区 域 
a 

3 人 二 am 也， 内 y= y=2%, 5=1 所 围 成 的 区 域 ; 
4 

全 从 ww D: Vs (Ca, 5 人)i 


曲目 pepara 一 由 yd- 000 所 转 成 的 区 城 
n 
4， 求 下 列 名 题 中 两 直线 所 因 成 的 面积: 
DD zy=, ty (a>0; 


2) y=2pr +t, F292+e (p,q>0), 
， 求 下 列 册 商 抽出 立体 的 体积， 
了 32] 20 xz 一 0 一 


Er 


2) Bp Tr, Y=, Yl1, =—0. 


2.3 利用 极 坐 标 系 计 算 二 和 积分 


计算 定 积分 时 , 求 积 的 困难 在 于 被 积 函 数 , 定 积分 中 换 元 
法 的 好 处 就 是 可 把 被 积 函 数 的 形状 进行 转化 ， 从 而 便于 用 基 
本 求 积 公式 .计算 重 积分 时 , 求 积 的 困难 除 被 积 函 煞 原因 外 ， 
还 由 于 积分 区 域 的 多 样 性 ， 有 时 积分 区 域 往往 成 为 困难 的 主 
要 方面 。 为 此 , 针对 不 同形 状 的 区 域 , 要 讨论 重 积 分 的 各 种 不 
同 算法 ， 浊 区 域 的 边界 由 圆 绝 .射线 组 成 时 , 用 极 坐 标 系 来 计 
算 就 比较 简单. 

在 直角 坐标 系 中 求 明 项 柱 体 体积 时 ， 我 们 用 平行 于 “ 轴 
和 Y 轴 的 丙 族 直线 : 2 一 常数 和 一 常数 ， 把 区 域 也 分 割 成 % 
个 小 区 域 .与 此 类 似 , 在 极 坐 标 系 中 求 曲 顶 柱 体 体积 时 ,我们 
用 以 极点 为 中 心 的 一 族 同 心 圆 ， ?一 常数 ， 和 自 极点 出 发 的 一 
族 射线 : 8 一 常数 , 把 区 战 卫 分 割 成 个 小 区 域 4oc(j 一 了 ,多 
…, 9) (在 边界 上 的 小 区 域 略 去 不 计 ) 先 求 出 每 一 个 小 区 域 


一 184 一 


如: 二 曲 顶 柱 体 的 近似 值 ， 进 而 求生 九 上 上 师 顶 村 人 忧 的 近似 值 ， 
末 取 和 极限 即 得 划 顶 柱 体 的 准确 
值 (图 2-24). 如 果 每 次 都 是 这 
么 讨论 ,一 米 显 得 噜 叶 , 没有 必 
要 为 此 浪费 时 间 ， 二 来 记号 方 
面 会 引 超 很 大 了 麻烦， 因为 对 了 
与 9 各 自 要 引进 一 个 胸 标 ， 就 
会 贝 现 两 重 求 和 ， 所 以 今后 超 
到 类 仆 分 戎 、. 求 和 、 了 极限 问题 时 尽 可 能 采用 微 元 法 来 处 理 . 

在 了 中 取出 典型 一 个 小 区 域 4c, 它 是 出 半径 为 和 ?十 
好 的 辑 骤 眉 , 与 极 角 为 6 和 8+688 的 射线 段 组 成 ,当中 与 虽 
充分 小 时 (注意 gm 一, 9= 好 , 面体 积 微 元 d 矿 是 人 V 的 主 
要 部 分 , 面积 微 元 gc 是 4c 的 主要 部 分 }， 我 们 不 仅 可 以 把 曲 
的 国 弧 羽 看 成 直线 段 ， 而 县 可 以 把 相交 的 射线 眉 看 成 平行 的 
射线 段 , 所 以 小 区 域 4c 的 面积 的 主要 部 分 , 等 于 以 rd9 为 长 、 
以 为 宽 的 小 矩形 面积 , 印 

dr=Tra0ady。 
因而 体积 入 的 主要 部 分 为 
Ga 一 rroosg rsind)rdgar, 

由 此 得 出 曲 顶 柱 体 的 体积 六 为 


v=| [Fr ons6, rsin Or ddr, 


mn 


因为 不 管用 什么 坐标 系 计算 曲 顶 柱 体 的 体积 ， 所 得 体积 
的 值 应 该 一 样 , 所 以 有 


站 ec wao= [ff (ro0s0, rsing)rdgdr. (2 


py 
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可 见 , 把 二 本 积 分 |/(o， wdo 化 为 极 坐 标 系 下 的 二 重 


积分 时 ， 具 要 拒 被 积 范 数 中 的 和 gy 分 别 换 成 fc0s8 和 
Yesin 几 再 把 ac 换 成 dr d9， 此 外 积分 区 域 力 赤 变 换 成 变量 
r, 上 所 对 应 的 活动 范围 鼠 . 这 样 在 丈 上 的 关于 +, 9 的 二 重 
积分 , 同样 也 可 以 化 为 黑 次 积分 来 计算 ， 

设 积 分 区 域 刀 是 密 极 点 出 发 的 两 条 射线 0=a.8=- 8， 和 
两 条 连续 曲线 ?7 一 (四 、7 一 ga(0) (在 ta, Bj 上 , 6p 所 
9a( 的 ) 所 围 成 , 也 就 是 说 , 区 域 卫 可 以 用 不 等 式 

pO Er 人 ep 与 as 有 


来 表示 (图 2 -25)， 
A 
, 
‘0 
0 全 
Pe 号 
人 


ca 
TE 
全 


图 2-25 


这 个 区 域 必 亦 可 以 认为 是 这 样 形成 的 , 如 图 2-36 所 示 ， 
对 于 区 问 [o, 8 内 芍 尾 一 9, 相 

入 全 放 地 有 极 和 从 从 了 = 信介 ) 到 了 到 

V2(9) 的 一 条 线段 与 之 对 应 , 当 


7 9 从 a 变 到 有 时 ， 这 条 变动 线 

人 段 就 扫 过 区 域 卫 . 
全 < 与 直角 坐标 系 氏 形 相仿 ， 
图 ?28 在 把 极 坐 宗 系 下 的 二 重 积分 


Jf fer cot, rain Or A dr 
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化 为 票 次 积分 时 , 先 把 如 暂时 看 作 党 数 ,在 相应 的 线段 上 对 了 
计算 定 积分 
六 reemae， ain) r dr 


a8) 


然后 , 抱 所 得 结果 在 区 加 [a, 有 上 对 8 积分 , 即 得 
(fC eose, rsinO)ragdr 


五 


-=f [fereosd, reinordrldd, G25) 


这 就 是 极 肖 标 系 下 的 二 重 积分 化 为 累 次 积分 的 公式 . 
如 果 由 (的 三 0, 即 力 为 两 条 射线 89=a, 0= B， 和 连续 曲 
线 ?~4f9 (oses 有 所 转 成 的 目 边 凯 形 (图 227), 就 是 说 也 
可 以 用 不 等 式 
0<ysp(2) 与 ofp 
来 表示 ， 那 么 
||7comse TSnO)rarad 


1 


下 i freosb, raing)r dr |d0. 


如 果 极 点 曲 在 区 域 人 内 ,而 DD 的 边界 匠 线 的 方程 为 == 
9(0) (0&98<2m)， 了 即 区 域 卫 可 用 不 等 式 


i oy 
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0<rep(l8) 与 0<9<2r 
来 表示 (图 2-28) .那么 
| Fr oone, rgino)radddar 


Dy 


-全 [fe COS 从 ， rsinO)r ar |ag. 


9 


[ 例 7] 计算 二 重 积分 [em4o， 其 中 区 域 D， 民 十 


妨 志 中 
解 ， 在 极 坐 标 系 下 ， 区 域 D( 图 2-29) 可 表示 为 : 
Orsa 与 0s0s 和 2m， 
又 被 积 画 数 ”19~e*"， 所 以 


Ii ed = J ET Od dr = 人 a eradr 


= 局 -二 el = 和 人 一 后 人 


这 题 的 被 积 沙 数 我 们 久 闭 甚 名， 车 用 直角 坐标 系 是 积 不 
出 来 的 ， 而 用 极 坐 标 时 ， 面 积 元 素 中 的 上 因子 帮 了 很 大 的 忙 ， 
使 不 吾 积 表 数 变 为 可 积 的 函 获 、 可 见 ， 不 同 坐 标 系 各 有 其 不 
同 的 用 处 . 


[ 例 8] 计算 二 系 积分 用 /Tao, 其 中 力 (ze 一 他 二 


护 所 图 30). 

解 ， 由 于 积分 区 城 和 被 积 范 数 的 对 称 性 ， 所 求 积分 等 于 
两 倍 上 半圆 DD 上 的 积分 ， 我们 先 把 好 一 力士 儿 一 到 变 到 极 
坐标 系 ， 

人 《rcos8 一 arSsimn 的 2 一 02) 


化 简 竺 7 一 2 cosb, 
对 于 区 间 [06， 持 ] 内 的 任 一 8， 相应 地 有 级 径 具 一 0 到 一 
24 e099 的 一 条 线段 与 之 对 应 ， 因 此 有 有 


Iva- 中 waydr= sf | adr 
五 


-中 Ep eon 0 二 (1—sim dsind = 时 


【 例 9】 由 圆柱 面 作坊 =26r 围 成 的 空间 区 域 钴 球面 
加 十 妨 十 一 hq? 所 截 , 计算 所 裁 部 分 的 体积 . 

解 ， 根据 所 给 定 立 体 的 对 称 性 ， 只 要 计算 它 在 第 一 卦 限 
内 (图 2-31) 的 体积 VY， 再 荧 以 4 就 行 了 ， 
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在 第 一 封 限 虹 的 立体 是 以 zOy 面 中 圆周 刀 十 好 = 2az 在 
第 一 象限 部 分 , 和 2 辅 记 周 成 的 半圆 区 域 卫 为 底 、 以 球 曾 
2= da a 


为 硕 的 曲 顶 柱 体 ， 从 而 有 
p=| | Ve do, 


变 到 极 举 标 系 时 ,区 域 呈 为 : 0<r<<24cos9 与 0<9<< 子 . 
对 于 [0， 至 | 内 的 任 一 9， 相 应 地 有 + 一 0 到 ”一 24 cos6 的 一 
条 线 县 与 之 对 应 (图 2-82), 因此 
|| Veera|| Ver “dyadr 


-fa gj VI de? — rr dr 


_ fF jg 户 ”- 1 Va rd(da — ry 


0 


-| 一 二 [C40 一 f2)32] 和 ee G0 


-3 oa sinyb)00 一 上 a EA [sins eas) 


-SofE 2 


5" \ Bh 
所 以 ,所 求 立 体 体 积 为 

[ 例 10】 计算 由 精 球 抛物 面 *= 巡 十 272， 及 扼 物 面 2 一 2 
一 始 所 图 立 体 ( 图 3 838) 的 体积 . 

和 解 ， 廊 求 立体 是 这 样 的 一 个 空间 物体 ， 从 2 轴 正 向 看 去 
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是 一 扫 牺 线 xs 3282， 直线 一 3 亲 成 的 图 形 , 从 y 轴 正 向 看 去 ， 
是 出 抛物 线 ?= 及 > 一 2 一 喧 
所 国友 的 图 形 ， 从 * 四 正 向 往 | 


下 看 去 , 是 一 图形 区 域 D,D 的 
近 眶 昨 线 是 二 述 两 个 面相 的 交 
线 \, >< 


i NA 
人 A 


在 =0gy 而 上 的 投影 响 线 ， 所 以 

了 到 的 边界 曲线 方程 ， 可 以 从 二 , < 

述 两 方程 中 消去 。 济 得 到 ， 寻 

为 图 2 各 
e+, 

化 简 得 六 十 六 一 1, 


所 求 立 体 体积 可 以 看 成 是 两 个 曲 项 柱 体 体积 之 差 ， 上 一 
个 是 以 z=2 一 攻 为 项 的 曲 顶 视 体 ， 下 一 个 是 以 2 一 切 二 0: 为 
项 的 曲 顶 柱 体 , 所 以 

v=)| -ea {| rap)ao-1 de- 
iB 


五 看 
4 


-3 引 oh-rrar-2] [每 于 69 


2.4 一 个 广义 积分 
广义 积分 
三 ode=2| edzr 


在 概率 论 中 当 有 重要 的 地 位 ， 它 的 几何 意义 表示 两 涉 伸展 到 
无 穷 的 监 过 梯形 的 谭 积 【图 2 -3 和 、 由 于 e- ”的 诛 函 数 不 是 
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划 等 函数 ， 所 以 不 能 用 第 积分 基本 定理 来 求 出 这 一 广义 积分 
的 值 .但 利用 重 积分 的 计算 ， 很 容 归 就 可 求 出 这 一 广义 积分 
的 值 . 
首先 , 我 们 考虑 曲 新 

2—= 8- 

它 是 由 曲线 2=e" 绕 z 轴 旋 转 一 周 所 得 到 的 曲面 . 这 个 曲面 
整个 位 在 *oy 平面 之 上 ， 在 原点 处 有 高 度 为 1 的 高 峰 ， 离 开 
原点 不 远 , 曲面 高 度 很 快 下 降 , 逐渐 贴近 wOy 平面 , 并 以 xOwy 
面 为 它 的 渐 近 而 ， 


图 2- 允 图 2-35 
为 了 通过 重 积分 米 求 广义 积分 值 ， 我 们 在 z0y 面 上 取 三 


个 区 域 Di、Ds。、Ds， 其 中 Di. Ds 是 以 原点 为 心 、 半 径 为 吾 、 
MR 的 圆 , Ds 是 以 原点 为 中 心 . 达 长 为 2 的 正方 形 ， 从 图 
2-35 可 着 出 , 区 域 Ds 包含 区 域 Da, 区域 Ds 丸 包 含 区 域 DD. 
因此 , 以 2 一 e149 为 顶 ,以 De(i 一 1，2, 83) 为 底 的 曲 顶 柱 体 
体积 有 下 列 美 系 : 
一 [+ de e+) 9 . 
ff ac<|| 可 da, (2.6) 


Dy 


一 492 一 


出 例 了 知 上 式 两 头 的 重 积 外 值 分 别 为 : 
J ste") (w=), 


Dy 


站 ac —x(i-em) (go-v2R). 


EA 


中 间 那 个 积分 下 例 工 后 的 说 明 , 可 化 为 栈 个 定 积分 的 乘积 : 
Bto) dor — ee dvdy 
bw 


-fo eae y= (上 rd) M 
上 式 最 后 一 步 是 因为 定 积分 表示 一 个 数 ， 这 个 数 不 依 赖 于 积 
分 变数 的 记号 , 所 以 可 以 把 积分 变数 y 换 写成 2. 

将 所 得 结果 代入 《2.6) 得 
wll—e 1) <([, ed) ACT 一 6 3 

既然 上 式 对 任意 正 值 都 成 立 ,我 们 可 以 令 瑟 -> 十 oo 对 上 式 
取 极 深 ， 由 于 两 端 极 限 为 =， 根据 极限 不 等 式 性 质 , 知 中 间 的 
极限 也 存在 , 而 且 等 于 wm, 即 


Hm (J ed) =- 


从 而 得 {| end) a, 
即 [上 eol 一 AT 
习题 三 


工 计算 下 列 二 重 积 分 : 
了 JJrsinearoy, DD，r~=all+e0s 四 图 成 区 域 上 半 部 分 ; 
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2》 | yarady, DPD: arsy<Br Sst er (PB>a>0, > 


>; 


93) arc 志 过 各 思 ，D， 茹 十 及 攻 轧 
y 
和 VE oy, D, +REay; 


Tr 
5) | Aapay, DPD， v0 与 yD 与 tl 
Ea 


dray 
| tT 
2， 求 下 烈 曲 线 所 围 的 面积 : 
了 (n+) 2 e+ 
DD ar (a>, 
[提示 : 根据 +>0， 确 定 8 话 化 的 范围 .] 
3, 求 下 面 曲面 所 围 的 体积 : 
1) vty+2=0, += g=0, y=0, es=0(ap VE BR; 
Ei 


a 


6 DD， 0 与 OY 


2) 8 一 0 二 的 一 2uz， 2 0; 
3 sa Vr (aD, t=0, #7. 

4， 给 定 第 一 象限 的 区 域 D a86<B 与 和 (从? 必 po( 提 ,证 明 ; D 绕 
z 轴 和 轴 旋 轴 所 得 旋转 体 的 体积 大 


局 
Ta | sin gagf™ rdr, 
a 


LA 
ae 


V2 [oor0a0f rar, 
3 i 


[提示 ， 先 考 虑 一 面积 微 元 旋转 所 得 的 体 钠 ,] 
第 三 节 ”三 重 积分 概念 与 计算 


3.1 三 重 积分 概念 
二 重 积分 在 几何 上 表示 立体 的 性 积 ， 三 重 积分 已 没有 几 
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何 意义 , 但 它 在 物理 和 力学 中 同样 有 重要 的 由 用 ， 例 如 , 求 林 
均匀 物体 前 质量 . 求 物体 的 重心 、 转 动 惯量 ， 求 物体 间 相 互 的 
引力 等 都 需要 三 重 积 分 的 概念 . - 
我 们 考虑 求 物 体 的 质量 问题 , 设 一 物体 占有 空间 区 域 天 
在 下 中 每 一 点 人 ,分 处 的 体 密度 为 p(2, y, 坊 ， 其 中 pe 
gy, 是 六 上 的 连续 正 值 函 数 。 试 求 该 物体 的 质量 . 
先 交 区域 任意 分 割 % 个 小 区 域 4 一 二 2 n)， 
这 些 记号 同时 也 表示 小 区 域 的 体积 .在 每 个 小 区 域 入, 上 任 
取 一 点 (6 2 各， 由 于 p(%, 9,) 越 连续 函数 , 当 区 域 4V; 充 
分 小 时 , 密度 可 以 近似 看 成 不 变 , 而 昌 就 等 于 在 点 C6, 加 从 
处 的 密度 ,因此 每 一 小 块 4 的 质量 近似 等 于 
plés mh td 
物体 太 的 质量 就 近似 等 于 


3 plé mm, LAP 


令 小 区 域 的 个 数 记 无 限 增加 ， 而 且 每 个 小 区 域 全 1 无 限 
地 缩 向 于 一 点 ( 记 作 141->0) 时 , 和 通过 取 极 限 即 得 物体 六 的 
质量 


HM= lm Sp ns LD A 


APO 
仿照 二 重 积分 定义 可 以 给 出 三 重 积 分 的 定义 ， 对 有 界 闭 
区 域 矿 上 的 函数 (we， gp 芒 ， 我 们 称 极限 
lim TF(6, mo WW, 
AFI = 


为 请 数 了 (zx, y, z) 在 区 战 记 上 的 三 重 积 分 , 记 作 
(fw Dao, 


坟 中 re y, 2 drdy de. 


其 中 fz, gy, 罗 回 做 被 积 函 数 ， FY 叫做 积分 区 域 . 
因此 ， 物 体 的 质量 就 是 密度 函数 在 区 域 六 上 的 三 重 积 
分 , 即 


=- | ce y, Dd, 


部 果 在 区 域 六 上 ftz, gy, 2) 二 1， 并且 六 的 体积 仍 记 作 
TY, 那么 由 三 重 积分 定义 知 


fer. 


VF 


这 就 是 说 , 三 重 积分 | [do 在 数值 上 等 于 区 域 六 的 体积 . 


和 


[ 例 11 计算 三 重 积分 从 do Vw 十 护 十 2 三 


PY 


解 ， 由 于 三 重 积分 是 某 种 和 式 的 极限 ， 现 在 取 极 限时 我 
们 采用 一 种 特殊 的 分 着 和 取 点 
直接 米 求 这 个 极限 信 导 积分 值 . 
~ 积分 区 域 六 为 一 贺 球 , yz 平 
让 面 把 球 分 为 前 ,后 半球 (图 2-86). 

先 把 前 半 个 球 分 割 成 个 小 区 域 

NE gy 人 ps 在 每 个 人 V4 土 任 取 一 点 CE。 
加 名， 然后 以 2 坐标 面 作为 一 

面 镜 子 ， 则 后 半球 是 前 半球 在 局 

轩 ”24 中 的 像 ， 记 以 可 把 前 半 个 球 的 分 
制 . 耻 点 落 在 镑 中 的 像 ,作为 后 半 个 球 的 分 割 . 取 点 , 注意 相应 
EA 的 像 为 A 但 相应 于 点 (5 Wn 引 的 像 为 点 (一 各 Te 
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0. 
这 样 ,我们 就 把 贺 球 分 割 成 2n 全 小 区 域 , 它 的 积分 和 为 


汶 (- 人 Pt 0 
当 14V ->0 时 , 永远 保持 两 个 半球 的 分 割 、 取 点 关于 ys 化 标 
面 是 对 称 的 , 则 有 
J sav ln, SE-0. 


LE 
名 


一 般 来 说 , 若 区 域 玉 关于 好 平面 是 对 称 的 , 被 积 函数 关 
于 是 奇 函 数 ， 周 三 重 积分 必 为 零 ， 读 者 还 本 考虑 其 它 各 种 


3.2 利用 直角 坐标 系 计算 三 重 积 分 


三 重 积 分 的 计算 可 以 化 为 算 一 个 定 积分 ， 和 算 一 个 二 重 
积分 ， 从 而 也 就 化 为 算 三 个 定 s 
积分 问题 . sr at, YY 

设 区 域 上 是 一 个 由 xOw 
平面 区 域 疙 的 边界 作 上 下 移 
动 所 得 欧 柱 面 , 和 两 张 湖 面 > 一 
为 (2 拉 、2 二 zolw, 的 《在 区 域 
DD 上 (zs， 阴 所 alzw, 只) 所 围 
成 (图 237)、， 对 这 种 区 域 玉 ， 
计算 三 重 积 分 
[ee wa 加 


可 以 化 为 先 对 z 求 一 次 定 积分 ， 再 对 2、y 算 一 个 二 重 积分 ， 
即 
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人 re 为 有 一 ff y, D2 drdy 


-es so 
np 
这 个 公式 可 以 这 样 理 解 . 计算 一 重 积分 ， 就 是 要 使 积分 
变量 跑 届 整个 区 域 玉 ， 我 们 可 以 分 两 步 来 实现 这 一 点 设 区 
域 乒 在 z0gy 活 上 的 投影 区 域 为 隐 对 于 九 中 任意 一 点 (cy)) 
有 紧 沧 标 z= 入 Cz, 用 到 > 一 后 (2 急 的 一 条 线段 与 之 对 应 ， 先 
让 积分 变量 消 若 这 线 芭 变 动 ， 随 之 完成 了 函 散 Fa y， 台 0 对 
2# 的 定 积分 : 然后 让 点 (z,， 殷 岗 遍 整个 区 域 也 ”相应 的 线段 就 
跑 遍 整个 区 域 普 , 所 以 再 求 三 重 积 分 时 , 积分 变量 既 不 重复 也 
不 遗漏 地 跑 遍 整个 区 域 广 ， 也 就 对 区 数 jt, 习 完成 了 区 
域 广 上 的 三 重 积分 . 
【 例 2] 计算 三 重 积分 


出 dv 


其 中 天 是 由 平面 2 一 0.y 一 0.z=0 及 zg 二 y+x 一 1 所 力 成 的 四 
面体 , 
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解 ， 先 画 出 区 域 矿 (图 3-88) 和 它 在 wzOy 面 上 的 投影 区 
域 力 (图 239). 已 是 由 直线 x 一 人 y 一 0 和 +g=1 所 固 咸 
前 三 角形 、 对 于 也 中 任意 一 点 (ze, 纺 ， 相 应 地 有 竖 坐 标 <=0 
到 z=1 一 x 一 y 的 一 条 线段 与 之 对 应 ,所 以 
dy fr ley dz 
era -| day], C+ety to 
[grit -中 
. 


~ 


CITT 4 


eIr 1 1 


[ ]uw 
| TT Ty 

[ 

| 


| 
aT 4 


1 3 jze- 冯 (na 3) 


0 


1l+e 4 
[ 例 3] 计算 三 重 积分 
ero 
其 中 VF. sw>0, ye>0, 220, 2 
解 ， 画 出 区 城 ( 图 2- 和 0)， 我 们 看 出 区 域 了 及 被 积 函 
数 关于 变量 >、 y. 4 是 轮 换 对 称 的 ， 比 如 说 把 次 成 yg、 多 
成 .< 的 契 z 后 , 则 积分 有 zr 变 成 积分 | fdr, 它们 之 加 
rv 外 
的 差别 仅仅 在 于 记号 的 不 同 ， 而 积分 的 信 不 依赖 于 和 分 变量 
采用 什么 样 的 记号 ， 所 以 我 们 有 


jf w=-jll “flea. 


这 样 只 需求 积分 /| [do 就 做 了 . 


区 域 洲 在 30y 醒 上 的 投影 区 域 为 卫 ，zz210 与 y2>0 与 
好 士 殷 艾 召 ?( 图 3- 人 4)， 对 于 万 中 任意 一 点 (2 的 ， 彬 应 地 有 
竖 弘 标 从 z=~ 0 到 2= \/ 束 一 环 一 好 前 一 条 线 朋 与 之 对 磺 ， 因 
此 

Va 1 
sdv= || daray 2 一 | | Bd dy 
Ie fe 


o 
5 


3; 
= 
hh ao 6 名 李 “ 


所 以 得 册 CE 


宇 重 积分 化 为 累 次 积分 时 , 除 上 面 所 说 的 方法 外 , 也 可 以 
先 求 二 重 积分 再 求 定 积分 . 若 积 分 区 域 广 如 图 2-42 所 示 , 它 
在 * 辅 的 投影 为 区 间 [e, 门 ， 对 于 区 间 上 内 的 任意 一 虑 2 过 4 
作 平 行 于 20y8 面 的 平面 ， 该 平 商 与 区 域 的 交 为 一 平面 区 
域 , 记 作 了 DD 对 于 区 辣 [e, 力 内 不 同 的 平面 区 域 D(z) 的 
大 小 和 形状 可 以 不 回 ， 对 这 种 区 域 上 的 三 重 积分 ， 可 以 化 为 
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图 242 图 2-48 


先 对 区 域 D(%) 求 二 重 积分 ,再 对 z 在 [e, 及 上 求 定 积 分 , 即 
川 gee Y, nm-[[ jf ge, 2 odody dr. 


于 Din 


【 例 4 用 上 述 公式 重新 计算 例 3 中 的 积分 ， 
解 ， 已 知 Nergrar -sff fs. 


Pr 


区 域 广 在 4 轴 上 的 投影 区 间 为 [0, Rj], 对 于 该 区 间 中 任意 一 
点 相应 地 有 一 平面 区 域 了 (2); 2 之 0 与 Wy>0 与 全 二 六 所 并 
一 与 之 对 应 (了 图 2-43)， 由 公式 
Rr 
0 一 | qz || zadrdy. 

fhe 
求 内 层 积分 时 ， 注 意 z 看 成 常数 ， 及 D(x) 的 面积 为 x(BR? 一 
?3)， 所 以 


中 rdedy = || drdy = R?—22), 


Ds) a} 
即 得 
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jffe y+ dy= sw- 3 [seay 


一 3 人 sem) 9 z( 瑟 于) 
【 鲍 5 计算 三 重税 分 
一 -rye 


pe 
其 中 本 1 和 + 六 + 入 1 


解 : 因 cl (z+ y+ dy 
-用 ee 2zz 十 2 国力 ， 


区 域 太 关于 色 平 面 对 称 ,函数 2zy、2a2 是 了 的 奇 盖 数 , 由 例 
1 后 的 说 明 , 知 积分 


Jawa =0=]| foese. 
又 区 成 开关 于 人 平面 对 称 ， 函 数 2 是 8 的 河西 数 , 同 理 有 


ee 
所 以 rl lf jee flee 


一 到 上 十 7 十 7， 
我 们 先 来 计算 1s。 办 区域 六 在 * 轴 上 鞋 的 投影 区 间 为 
[一 e 0], 对 于 这 章 内 任意 “上 相应 地 有 一 平面 区 域 D(z)， 


EE 到 部 一 多 <1 
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< ， 
EP a 
Ne 一 Ds) ， 
、 
图 2 和 4 图 2-45 
与 之 对 应 {图 2-44 与 图 2- 和 5)， 所 以 


站 eeJeew 


Desy 
求 内 层 各 分 时 , 注意 有 “看 成 常数 ,区域 D 抱 的 面积 为 
zol 人 -号 小 


即 得 5 _ na 人 (1 到)&=- 震 mabos, 
同 理 , 可 以 求 出 


4 
五 一 盏 pon, 


一 入 s 
Is = "ad 


最 后 得 T= |ryr Do mabo(a+ der). 


1 
习 题 四 
4. 计算 下 列 三 更 积分 : 
D 站 rnaemm YY 是 由 曲面 # 一 oy 一; 一 1 7 一 0 所 并 成 ; 
+ 
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2) fi zdrayds, 太 是 角 图 面 2 二 太 二 =T 0 一 0 z 二 0 


人 
所 图 成 ; 
;| Ty BinCr+y + ar 7 与 yD 与 40 与 T++ 


TT 
YT 
3. 求 下 列 三 重 积分 
1) [ tidy ,Oars Osyeb SIs oe; 


Ea 


2) f (+m +n)dr dy dr, 下 
克 十 及 十 302、 为 常数 )。 a 
3. 求 下 列 曲 面 所 围 区 域 的 体积 (m > 人 0); 
1) 2 z=D, 2—m2(m>D 


在 xz>0 的 部 分 ; Cm 
2) 外 0 ZF 二 0 


2 (a>0); 图 2-46 
4 下 二 十 二 a?，[ 提 示 : 见 图 2- 给 ,] 


3.3 利用 柱 坐 标 系 计算 三 重 积 分 


空间 壮 坐 桩 系 就 基 平 面 极 坐标 加 上 * 辆 ， 它 确定 空间 一 
点 卫 用 们 蝇 2 三 个 量 (图 2 弛 )， 柱 坐标 么 与 直角 坐标 系 的 
关系 是 : 

L$—r0050, 
yraing, 
Y 一 2. 


其 中 0<7<++o0; 0 实 g< 2 一 co<z<< 十 co 作 这 个 限制 是 
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为 了 使 空间 中 的 点 ( 除 > 轿 外 ) 有 且 仅 有 一 组 数 (r, 9, ?7 与 其 
对 应 ， 几 要 时 我 们 也 可 规定 六 “的 取 值 范围 为 , 
0 扫 ? 所 十 co， 一 下 DSSm， 一 co<2 拭 十 co 
7=9o， 是 一 个 以 > 轴 为 中 心 办, 半径 为 ro 的 圆柱 面 ; 
9=--0， 是 一 个 过 z 轴 极 角 为 bo 的 半 平 面 ， 
2 一 加 是 一 个 与 2Oy 面 平行 , 高 度 为 m 的 水 平面 ， 
点 了 了 (7, 8, 2) 也 可 以 看 成 是 由 半径 为 "的 圆柱 画 、 极 角 
为 6 的 半 平 面 , 高 度 为 2 的 水 平面 相交 而 得 的 点 ， 
把 三 重 积 分 


下“ fffze, 名 EA 


并 2-d7 并 2- 特 


想象 成 求 物体 的 质量 (无妨 设 f(z, y, 为 >0)、 在 柱 坐 标 系 
中 ,我 们 用 一 族 同 轴 圆 柱 面 :7 一 常数 ,一 族 有 共同 边界 的 半 平 
面 ; 9= 常 数 , 和 一 族 平行 的 水 平面 2 一 常数 , 去 分 割 区 域 斑 ， 
把 玉 分 成 许多 小 区 域 全 (位 于 六 的 边界 上 的 那些 小 区 域 可 
以 略 去 不 计 )， 每 个 小 区 域 由 两 个 圆柱 面 、 两 个 半 平 面 和 两 个 
水 平面 围 成 .现在 取出 典 理 的 一 个 小 区 域 和 y 进行 分 析 , 它 是 
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由 半径 为 ”和 ++adr 的 回 柱 面 , 极 角 为 和 8+ 吧 的 半 平 面 ， 
及 高 度 为 s 和 2 十 dz 的 水 平面 所 国 成 ， 通 过 以 直 代 暑 和 以 平 
行 代替 相 欧 ,把 4 近似 看 成 是 一 长 方 体 ,该 长 方 体 的 三 个 边 
长 分 别 为 《图 2-48)， 
PB=qdz, PA=~dr, PU=rd6. 

其 中 卫 (r, 0, ?) 为 长 方 体 的 一 个 磺 点 、 人 8 与 长 方 体 体积 之 
差 是 d 吧 qo 的 高 阶 无 穷 小 量 ,所 以 人 Y 的 主要 部 分 就 等 于 长 
方 体 的 体 供 , 即 


dv=7 0 dr de. 
小 区 域 他 上 的 质量 4Y， 它 的 主要 部 分 为 
dM=f (ro080, rsing, oraddr dz, 
所 以 ,物体 六 的 质量 为 
WM= "gin cd 
WE cosd, raing, 2) rad dr dz. 
由 于 不 管用 什么 谷 标 系 计算 物体 的 质量 ， 所 得 出 的 质量 
应 该 一 样 , 即 有 
Wz y, oar || Fér eos6, gin O, 2) ra dr dz. 
vr [a 
可 匈 , 把 直角 你 标 系 中 的 三 重 积分 变换 到 标 誉 标 时 , 只 要 
把 被 积 函数 中 的 & .外 分 别 换 成 了 cos sin 8.z; 把 体积 元 
素 dw 换 成 柱 坐 标 系 中 的 体 各 元素 749 dr dx， 把 积分 区 域 六 
换 成 力 9, “的 相应 活动 范围 太 ， 
关于 微 元 法 , 我 们 想 再 说 儿 名 。， 称 质量 微 元 为 4, 它 的 
意 居 是 42 与 4W 的 误差 是 吗 rdz 的 高 阶 无 穷 小 量 ， 只 有 
局 部 上 误差 是 高 阶 无 穷 小 量 , 才能 保证 求 和 后 , 整体 上 的 误差 
是 无 穷 小 量 ， 最 后 取 航 限时 误差 艳 手 零 . 如 果 局 部 上 di 与 
4M 的 误差 不是 高 阶 无 穷 小 最 ， 求 和 后 得 到 整体 上 的 误差 就 


一 206 一 


不 是 无 穷 小 景 ， 取 极限 时 就 不 可 能 得 出 准确 值 ， 不 管用 微 元 
法 名 记 还 是 不 用 这 个 名 词 ,前 是 根据 所 述 藉 则 来 处 理 的 , 类 不 
可 以 任意 邮 以 直 代 曲 、 以 平行 代替 丰 交 ， 

柱 代 标 系 中 的 三 重 积 分 ， 问 样 可 以 化 为 算 一 个 重 积分 和 
算 一 个 定 积分 ， 

设 区 域 玉 具有 下 而 性 质 , 它 介 于 两 个 闪 平 吻 96-a、 0 一 及 
(ao<< 六 之 间 , 对 于 区 间 [o 启 中 的 性 一 9, 极 角 为 8 的 半 平 面 
与 区 域 玉 的 交 为 BZ 平面 上 的 平面 区 域 D( 办 (图 3-49)， 对 
这 种 区 域 玉 的 三 重 积 分 ,可 以 化 为 先 对 7、? 求 二 重 积分 ， 再 
对 8 求 定 积分 , 即 

jeereoss, rsing, 2 rqdd dr dz 
多 
-| [reeese， rsin 0, Dr da 
Ey 

上 式 内 层 积分 是 B83 直角 坐标 系 中 的 二 重 积 分 ， 然 后 让 
8 由 前 度 “旋转 到 角度 B， 机 应 的 面 D9) 就 扫 遍 整个 区 域 
广 , 所 以 再 对 如 求 定 积分 时 , 积分 变量 恰好 哆 遍 区 域 了 这 就 
完成 了 区 域 六 上 的 三 重 积分 。 


[ 例 6] 计算 三 重 积 分 用 (w2+y)aw, 其 中 六 是 由 略 维 


面 人 2 二 护 一 2 与 平面 2 所 胆 成 的 区 域 . 

解 ， 玛 出 区 域 玉 (图 2-50)， 出 图 可 见 , 这 个 区 城 可 以 认 
汶 类 在 半 平 面 6 一 0 与 9 一 2 之 间 , 为 了 求 五 (办 , 把 方程 吧 十 
芒 = 愉 z= 上 变 到 柱 耸 标 术 得 

了 一 多 “一 下 

对 于 区 闻 [0, 2z] 中 的 尾 一 5 刀 ( 信 是 由 直线 r=z. z= 有 和 z 
轴 围 成 的 三 角形 (图 254)， 一 般 来 说 ,只 要 把 斑 的 边界 方程 
中 6 看 成 常数 , 即 为 DCO) 的 边界 曲线 方程 ,所 以 形式 上 本 的 
边界 方程 号 D( 外 的 边界 方程 没有 差别 , 只 是 概念 上 一 个 8 是 
变 的 而 一 个 是 面 定 的 ， 对 D(9) 求 积 时 利用 平面 直角 你 标 
系 计算 公式 , 即 得 : 

eeryy eo= [fleer adres fo a0 (| ares 


F 如 Deey 


ta 


[ 例 7] 计算 三 重 职 分 jdo, 其 中 是 由 球面 wz- 


rv 


二 2 一 和 与 抛物 面 吉 二 六 一 红 疡 围 戌 的 区 域 . 


i 一 站 


解 ， 画 出 区 域 斑 的 图 形 〈 图 2 5652)， 由 图 看 出 区 域 六 夹 
在 学 平面 6~0 与 4 一 2m 之 间 . 为 了 
求 了 (四 ， 先 把 方程 2 十 纺 十 光一 和 与 
2 二 一 34 变 到 柱 坐 标 系 , 得 到 

Cit ts 
所 以 区 域 D( 闪 是 和 由 图 局 + 十 吕 一 4 与 
抛物 线 ?=3z 及 := 轴 围 成 的 图 形 〈 图 

图 么 铝 2-53), 轴 曲线 的 交点 为 
z=1,， r= 3. 

因此 fhjeas -用 光明 赂 由 二 上 "a9 || srards 


Dg) 


2 VT 
= of ear, mm 
[a 0 


ee 

柱 坐 标 系 中 重 积分 也 可 用 如 下 办 法 化 为 际 次 积分 ， 设 区 

域 玉 是 由 平面 区 域 导 的 边界 上 下 移动 所 得 的 柱 面 ， 及 了 上 

前 两 张 昌 面 > 一 afr， 抢 、z 一 科 ( 人 5 乓 全 (rr 全 (7 级 ) 所 
围 成 , 则 有 


js 人, #, Dd = 中 ra ar 人 2 f(r eond, r sing, 区 加 
上 而 其 个 例题 也 都 可 用 这 一 方法 进行 计算 。 


习 题 五 
求 下 区] 三 重 积分 ; 
5 用 由 的 厅 开 + 所 40wwmh4h> 人 所 
围 成 ; 
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2 [epa 下 南昌 而 oz+e2-2o 一 2 所 周 成; 


3 站 jae 了 由 曲 而 只 + 十 呈 2 吕 二 加 一 所 图 成; 


4 [as 了 由 曲 讨 吉 + 六 + 下 一 所 园区 域 在 第 一 封 限 部 分 ; 


5 | 下 各 十 扫 十 如实 蚂 与 形 十 下 sag 


2. 求 怀 列 则 和 曾 所 图 成 立体 的 体积 : 
DD =as, ty () ,0 
2 Fa, 更 十 乓 一 gz 7 一 履 
3)》 as=T, sv aD, 
3， 求 昌 面 只 十 妇 十 8 一 4 将 球 下 一 内 十 加 一 4a3 分 成 两 部 分 体积 之 
比 . 


号 .4 利用 球 毕 标 系 计算 三 重 积分 


球 举 标 系 确定 空间 一 点 卫 用 p, 9, 9 三 个 量 〈 图 2-54)， 
它 与 直角 化 标 系 的 关系 是 ， 


了 (pe 由 


rm 


ring es ™ 
y= psinygeing,‘ 
2 一 Pocs yy- “ 
其 中 心 9, ?的 取 值 范围 为 ; 
0 所 p 忆 十 ceo，0 委 < 2ir, OPET. 
作 这 个 限制 为 了 使 宣 问 中 的 点 ( 陈 > 轴 外 )}， 与 (p, 9, V9) 间 能 
建立 一 一 对 应 的 关系 . 
p 一 Po， 是 一 个 以 原 点 为 心 ,半径 为 po 的 球面 ; 
?一 如 ， 是 一 个 过 办, 且 极 和 角 为 如 的 半 平 面 ; 
二 8o， 是 一 个 以 原点 为 硕 点 , z 轴 为 加, 张 角 为 go 的 锥 
面 . 
点 了 了 {p, 9, 9 也 可 以 看 成 是 由 学 径 为 p 的 球面 ， 报 角 为 
9 的 尘 平面 , 张 角 为 9 的 锥 面相 交 面 得 的 点 
我 们 把 三 重 积分 
jf y war 


Fp 
想象 为 求 物体 的 质量 ， 在 球 坐 标 系 中 ， 我 们 用 一 族 同 心 的 球 
商 : 一 常数 ;一族 有 公共 边界 的 半 平 面 :0= 常数 ; 和 一 族 回 加 
的 贺 难 而 8 一 沿 数 去 分 着 区 域 产 , 把 玉 分 成 许多 小 区 域 ( 位 
于 区 域 亚 边界 面 上 的 那些 小 区 域 可 略 去 不 计 )， 这 些小 区 域 
由 两 个 球面 .两 个 学 胖 面 .两 个 锥 面 所 围 成 ， 取 出 典型 一 个 小 
区 域 4 进行 分 析 ， 它 是 由 学 径 为 P 和 pm 的 球面 ， 极 角 
为 8 和 6+]0 的 半 平 面 , 张 角 为 gy 和 w+ 的 阅 锥 面 所 组 成 
(图 55)， 通 过 已 直 代 曲 种 以 平行 代替 相交 ,把 4y 近似 看 
成 是 一 长 方 体 , 它 的 三 个 边 长 分 别 为 ， 
卫 4 一 cp, PB~ pdyp, PO= psingdd. 
所 以 d= piaingad dydp, 
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这 里 点 P(p, 9, 从 是 长 方 体 的 -= 个 项 点 ， 小 区 域 4『 上 的 质 
量 4M 的 主要 部 分 为 
dM=f (psingpeosd, psingsing, poosg)p’ sing dd dp dp. 
于 是 得 到 物体 的 质量 为 
-| Fesineeosb, psingsind, peosg) 
xpgngdd dpdp. 

由 于 不 管用 什么 航标 系 计算 物体 的 质量 ， 所 得 的 值 应 斌 
一 样 , 即 有 
J snarayas 


y 


= {ffrcosin geos0, psmpsmepospymipdgdpap， 


可 见 ,把 直角 坐标 系 中 兰 重 积分 变换 到 球 坐 标 系 时 , 只 要 
把 被 积 簿 数 中 的 zx,y, 2? 分 别 换 成 psinpcos0.、 psin psin9、 
peosg， 把 体积 元 素 du 多 成 妹 坐 标 系 中 的 体积 微 元 
psingd9 dpap， 把 积分 区 域 Y 换 成 68、 gp、p 的 相应 活动 范 
围 太 就 行 了 . 

球 举 标 系 中 的 三 重 积 分 ， 同 丹 可 化 为 算 一 个 二 重 积分 和 
算 一 个 定 积分 ， 

设 区 域 P 其 有 杜 华 村 系 中 所 述 任 质 , 册 

人 reamwastpap- fa || fprsin gdp dp. 
La Diey 

十 述 公式 可 以 这 样 惠 解 ， 设 区 域 玉 夹 在 两 个 半 平 面 9 一 a 与 
9 一 B 之 间 (a 忆 有, 对 于 区 间 [a, 有 中 的 任 一 6 区域 玉 有 一 
块 面 DC9) 与 之 对 应 ， 这 痒 先 求 这 块 面 上 的 重 积分 ,然后 让 半 
平 而 由 角度 上 旋转 到 角度 B, 相应 的 而 DC9) 就 扫 沉 璇 个 区 城 
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区 ， 所 以 再 对 有 求 定 积分 时 , 积分 变量 恰好 跑 遍 整个 区 域 『， 
了 乌 就 是 说 完成 了 区 域 尺 上 的 三 重 积分 

[ 例 8] 计算 三 重 积 分 
ff ry sa, 十 妨 十 入 所 22， 


解 ， 先 画 出 玉 的 图 形 {图 3-56)， 由 图 看 出 ， 区 域 广 可 
以 看 成 夹 在 角度 9=0 与 0 一 25 六 平面 之 内 ,为 了 求 DC)， 
把 方程 2 十 妒 十 名 一 25 变色 球 坐 标 系 中 得 
P= 2 008 9%, 


2-568 图 2 
对 于 区 间 了 0, 2 正中 的 任意 一 个 8， 相应 的 妊 (9) 为 一 半圆 (图 
2-57), 对 DD(9) 利用 平面 极 耸 标 系 中 二 重 积 分 化 累 次 积分 的 
公式 , 所 以 
从 (22 十 妇 十 闻 )G 一 jererstn yadadpdp 


r vr’ 


2 本 ey 村 Eb 
-| 0 1 esin gapdp—{ ag| ap| pasinpdo 
0 Bh) 0 ba 0 
F892 5 
-2 0s ?dp -7 T, 
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【 例 9】 计算 三 重 积分 | 其 中 矿 是 由 球面 4 十 妨 


十 光一 有 耻 与 图 难 面 必 十 态 一 ** 所 转 成 的 区 域 . 

解 ， 先 画 出 区 域 了 的 图 形 ( 图 2-68), 由 区 域 的 对 称 性 和 
被 积 函 数 为 s 的 偶 函 数 ， 所 以 三 重 积分 等 于 两 倍 上 尘 个 区 城 
上 的 积分 ， 记 上 半 个 区 域 为 靖 , 则 


车 Adv= 中 PP 


把 六 的 边 措 嫩 面 2 十 访 十 一 BR? 和 # 一 MW 十 妨 变 到 
蒜 坐 标 系 得 


p~R,，p" 李 , 


区 域 户 夹 在 半 平 面 9-0 与 9 一 2r 之 间 , 对 于 区 间 险 , 2x] 中 
的 任 一 值 9, 家 应 的 DOO) 为 rz 平面 中 由 加 周 p= 如 ,直线 9 一 


于 及 4 加 所 围 成 的 区 域 (图 2-59)。 所 屿 
ji Es sinpddadpadp 


= 人 bi J prooss psingaygdp 


了 

于 
一 2 ap| pioos*psingdp 

0 0 
-aa 人 oapsngap pip 2 «(1 
-az| eos psin pap: psdp~ 十 xz 人 (1 Fe, 


at 
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工 .计算 下 列 三 重 称 分 : 


ly [Sd Ve TL; 
F 


2) drdyds, V. Pe t+ (b>0>0); 


| 1 
3) [tyts) drdyds，F 由 明 褒 六 十 态 十 扣 =293 与 5 一 
轴 
VR 二 总 所 国 成 ; 
4) 人 ddd VP HE; 


和 


dr dy 0 a 
5) | 守 和 1 0 与 Y>0 与 #20 与 区 + 六 <1， 


2， 或 下 列 曲 面 所 转 成 区 域 的 体积 
1) Cr+); 
2 T+ 娄 二 内 一 3 


第 则 节 重 积 分 变换 
求 二 重 积分 时 , 车 积分 区 域 是 回 , 一 般 来 说 化 到 极 坐 标 系 
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进行 计算 比较 简单 ， 记 果 积 分 区 域 是 崩 圆 ， 对 这 类 区 域 我 们 
还 没有 有 效 的 计算 方法 ， 为 此 ， 我 们 机 讨 论 更 一 般 前 积分 变 
换 问题 ， 


和 4.1 变换 的 趴 可 比 行列 式 的 几何 意义 


先 复 习 解 析 几 何 中 学 过 的 有 关 知 识 ， 设 在 zy 平面 上 给 
定 三 点 已 ee 0 一 1, 2 3 (图 2-60)， 则 由 这 三 点 议决 定 
的 三 角形 面积 c 为 ， 


1 wa ys 

当 点 五 .也 :了 :形成 前 硕 序 为 道 时 针 方 向 时 ,上 式 取 正 号 ; 当 

点 Pi、 了 Ps、 了 Ps 形成 的 顺序 为 顺 时 针 方 向 时 ， 上 式 取 负 号 . 
现在 考虑 如 平面 到 wy 平面 之 间 的 线性 变换 . 


{ aD) 
y=0ut+ dvt+f, 
其 中 .58、c.Q、e、 下 为 常数 , 且 变 换 前 雅 可 比 行 到 式 
dm, yo) _ | % g 
du, 0) |oe ad | 六 和. M43 
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给 定 uw 平面 上 一 点 ww, 90) ,出 (4.1) 可 算出 
{ 
go 一 cuo 十 Guo 十 了 
我 们 称 zy 平面 上 的 点 (6， 9 是 点 (tw “w) 在 变换 (和 . 夫 下 的 
闽 ， 同 样 可 以 谈 及 ww 平面 中 的 曲线 、 区 域 在 变换 (4.1) 下 的 
象 ， 在 条 忻 (4.23) 下 ， 变换 (4.1) 的 送 变 换 存在 ， 所 以 wy 平面 
上 不 同 的 点 , 它们 的 象 点 也 不 同 ,而 且 象 点 充满 整个 平面 ， 也 
就 是 说 , 变换 好 , 力 是 一 个 抬 w 平面 一 一 对 应 地 变 到 zy 平面 
根据 一 次 方程 与 直线 的 等 价 性 ， 容 易 看 出 变换 (4.1) 把 
tw 学 面 上 的 一 条 直线 ， 变 成 zy 平 泗 上 的 一 条 直线 ;把 好 平 
面 上 的 平行 直线 变 成 sy 平面 上 的 平行 直线 ， 把 ww 平面 上 的 
相交 直线 变 成 zy 平面 上 的 相交 直线 , 其 交角 经 变换 后 可 以 发 
生变 化 . 
考察 tw 平面 上 由 斑点 Pi oa0 (i 一 1, 3 3) 组 成 的 三 
角形 , 它 的 面积 记 为 01, 旦 假定 点 请 .Pi、 忆 形成 的 顺序 为 道 
时 针 方向 ， 次 换 仔 . 蕊 把 点 PP 变 成 点 Pew, 90 人 二 2, 3) 
《图 2-61)， 没 其 而 积 为 oc， 这 三 点 有 、Pa、Rs 形成 的 朵 序 
可 能 是 首 时 钳 方 向 ， 也 可 能 基 硕 时 针 方 向 所 以 一 般 地 
记 


Pa Fs 
Ps 
Pa 
nm 
Ea 
可 ”天 一 一 一 
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Zr yr 
Za Ya 


1 
工 
1 x3 ys 
1 
1 
1 


| aw ote owt dt 
oo bvsfe os 十 人 oa 十 下 
aust bvte outdvstf 
1 bo em 
1 boa ous 
1 bya cus 


1 gw dv 


1 gu dvz | + 


1 ma ova 
1 
1 ga vy -xs 5 


一 生 {《aa 一 80 -站 去 


1 ws ws 
即 得 ae 四 
BE 有 or 
“Bt vo) 只” {4.3) 
由 上 式 可 以 得 出 线 体 变 换 的 雅 可 比 行列 式 的 几何 意义 ; 
1) 对 全 式 卫 绝 于 信 得 
_|atr,n) 
o OW, 9) 1 
这 表明 雅 可 比 行列 式 芍 绝对 秆 ， 是 面积 的 仲 缩 系 数 ， 设 变换 


把 人 PIBP 变 成 人 PPsP,, 当 | ,的 |21, 其 面积 放 


区 


了 -的 | 合 这 个 结论 不 羽 对 三 角形 区 域 记 立 ,对 一 般 的 区 
域 与 其 象 区 域 c， 上 述 结论 也 成 立 . 

2) 若 这 全 >0, 要 (4. 中 式 成 立 , 式 中 必须 取 “ 二 "上, 
这 表明 PPP 形成 的 顺序 与 琴 , 开 .Ph 形成 的 赚 序 粕 同 ， 


og= 土 


也 屁 逆 时 针 的 方 击 ， 一 般 来 说 , 当 雅 可 比 行列 式 大 于 零 时 , 间 
线 与 它 的 象 曲线 保持 方向 不 变 ， 即 把 道 时 针 方 向 变 为 闻 时 针 
方向 ,把 顺 时 名 方向 变 为 须 时 外 方向 ; 荐 3 的-<0 要 (4.8) 
式 成 立 , 式 中 必须 取 “ 一 号, 这 表明 本 .Ps. Ps 形成 的 顺序 是 
顺 时 针 方 向 , 一般 来 说 , 当 雅 可 比 行列 式 小 于 零 对 ,曲线 与 它 
的 象 曲 线 方向 正好 相反 , 即 把 车 时 针 方 癌变 为 顺 时 针 方向 ,把 
项 时 外 方向 并 为 逆 时 针 方 向 . 

上 面 是 线性 变换 的 雅 训 比 行列 式 的 几何 意义 。 由 此 不 难 
得 出 一 般 变 换 的 雅 可 比 行列 式 的 几何 意义 . 

设 有 一 般 变换 


人 2), 《4.4 


y=—y{, ©). 
函数 pf 0)、y(w 臣 杰 地 平面 区 域 4 上 连续 可 微 ， 把 4 变 
成 吉平 面 上 区 域 DD, 且 在 4 上 


日 (他 风 
BD. 他 . 国 


为 简单 起 见 记 雅 可 比 行列 式 为 


_ 0a, 1) 
Te D = Be 


虫 第 一 章 第 五 节 知道 , 由 (4. 忠 不 能 保证 导 . 必 是 4 与 了 之 间 
一 一 对 应 的 变换 ， 所 以 还 必须 假定 变换 (4. 名 是 一 一 对 应 的 ， 
即 逆 变换 在 D 上 存在 并 连续 可 微 ， 事 实 上 由 逆 变 换 在 卫 上 
存在 与 连续 可 微 ,可 以 保证 条 件 (4. 可 成立. 
设 变 换 仁 . 扣 把 点 (ww 20) 变 威 点 C20, go); 即 
{ go)， 
Yo = (Uo, vo). 
此 站 把 ww 平面 上 嘱 本 (Go 20)、 于 Cw 十 du 加 )、O (vot de 
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Vo 十 do) 、 人 Go， tm 二 如) 为 顶点 的 小 矩形 , 变 成 wy 平面 上 的 
一 个 小 曲 近 四 边 形 (图 #-63), 记 这 个 曲 边 四 边 形 的 面积 为 o， 
那么 小 矩形 的 面积 4u4o， 与 它 的 象 的 面积 有 什么 关系 电 ? 
我 们 看 出 , 当 如 、d 充分 小 时 , 即 在 (to，2o) 点 的 充分 小 邻 域 
中 ， 变 换 (4. 各 可 以 近似 看 成 线性 变换 与 一 高 险 无 穷 小 量 之 
和 , 即 
{1 do) (Wo— 0) 十 区 (io, 20) (VW — toe) + op), 
Yot to, Vo) (4—wo) + ,Cos V0) (9— 20) ToCp). 


其 中 p= M0) 二 GG 一 00)3, 当 加 ,dv 越 小 时 , 变换 (多 
在 (wo v6) 的 附近 越 基 有 线性 变换 的 特征 ， 设 相应 的 线性 变 
换 把 小 矩形 口 4B'C'D', 变 成 平行 四 边 形 口 4BCPD， 可 以 证 
明 小 此 边 四 边 形 的 面积 o 与 平行 四 边 形 口 480D 的 面积 之 
苦 , 是 面积 o' 一 dv 的 高 阶 无 穷 小 量 , 四 此 有 


T 4B0DP 的 面积 
D6) 


令 p-0(du2 -一 0 一直， 即 得 
lm i Ge, vo) |. 
这 表明 雅 可 比 行列 式 在 一 点 的 绝对 值 ， 是 变换 在 该 点 的 
曾 积 伸缩 系数 ， 雅 可 比 行列 式 符 号 的 几何 意义 与 线性 变换 时 
相同 ， 
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人 ,2 二 重 积分 变 搞 
我 们 把 二 重税 分 
[re Wavdy 


B 
想象 成 求 注 片 也 的 质量 。 设 变换 (4 .全 把 ww 平面 上 的 区 域 
4 变 成 员 平 面 上 的 区 域 卫 , 卫 具 有 上 述 所 述 的 笨 忻 ， 为 了 分 
割 区 域 D, 我 信 先 用 平行 于 化 标 轴 的 、 且 等 防 的 直线 网 分 割 区 
域 4， 变 换 (4.4) 汇 这 组 直线 移 变 成 区 域 DD 上 的 曲线 网 (图 
2-63)， 这 组 蝴 线 网 把 D 分 成 许多 小 区 域 (位 在 卫 的 边界 上 
的 小 区 域 踢 去 不 计 ). 我 们 取出 典型 的 一 个 小 区 域 条 , 它 是 以 
(dv 十 do) 为 顶点 的 小 
蓝 边 四边形 ， 我 们 采用 以 直 代 此 、 以 平行 代替 相交 的 方法 求 
这 此 边 四 边 形 面积 4e 的 主要 部 分 , 她 可 以 说 在 (人 25 切 点 用 线 
性 变换 近似 代替 一 般 变 换 ， 而 ww 平面 上 的 小 年 形 , 在 该 线性 
变换 下 的 象 为 一 平行 四 边 彤 ， 这 个 平行 四 边 形 的 面积 是 曲 边 
四 边 形 面积 dc 的 主要 部 分 ， 所 以 有 
do= |J lu, vo) dudo 
( 见 (4, 辐 式 )， 在 4a 上 注 片 的 质量 4ML 的 主要 部 分 为 


a 
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dM—ftatu, 0), yu, wT ue, v) {duav, 
这 样 所 求 薄片 的 质量 为 
MH= {|f (ele, 0, yl 凡人 名 及 am 


南 于 不 管用 什么 方法 计生 水 片 的 质量 ， 得 到 的 质量 应 该 
一 样 , 即 有 有 
fee, oamp-f 人 ee 0), yl DHT Ge, ae. 


Dn 

这 就 是 二 重 积分 的 变换 公式 .可 见 ,把 wy 平面 上 的 重 积 
分 变 为 如 平面 上 的 重 积 分 时 ， 上 只 要 把 被 积 孜 数 中 的 4s. 用 
变换 函数 代入 , 把 积分 区 域 也 换 成 4 把 面积 元 素 de 一 dedy 
换 成 17VCu, 区 |dwdw， 邯 成 ， 

前 面 所 讲 的 重 积分 的 极 坐 宗 计算 公式 ， 是 一 般 重 积分 变 
换 的 一 个 特例 ， 设 求 重 积分 

fire Wazady, D PHPED, 


» 


作 变 换 : 
(4-7) 
y 它 把 加 平面 上 的 区 域 
4 
/iN Or 
一: 与 ”0&0<2n, 
UL 变 为 唉 平面 上 的 区 域 


了 (图 2-64)， 变 换 的 雅 
图 2-64 可 比 行列 式 
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cosd —rgingd 
Tn, = sing rogsg! 
但 我 们 发 现 这 个 变换 把 4 的 边界 4B.0D 次 成 圆 卫 的 同一 条 
半径 , 把 直线 有 自 4D 变 成 加 卫 的 贺 心 ， 所 以 变换 在 4 的 边界 
土 没 有 一 一 对 应 性 ， 不 
具备 变换 (4 全 中 应 具 
备 的 条 件 ， 为 了 使 它 满 
足 变 的 人 4, 力 的 条 件 , 从 
而 可 应 用 重 积分 变换 公 
式 ， 这 时 只 需 把 出 毛病 
的 地 方 先 控 去， 考虑 区 
域 4，0<e<r 所 gq 与 
E02m， 变换 (4.7) 把 区 域 4 变 为 区 域 D.( 图 2-6 态 , 它 是 
原 洲 的 贺 号 前 去 一 个 张 角 为 6 的 局 形 、 和 以 原点 为 心 以 8 为 
洲 径 的 小 圆 所 余部 分 (图 2-6 峻 、 则 变换 (4.7) 在 水 满 足 变 痪 
(4. 甸 中 的 条 件 , 所 以 

[re ydrqdy= [ztr eose, rainO)r dg dr, 


De de 


由 Js, 四 的 可 积 性 ， 及 (reo89, rsin9) 在 4 上 的 可 积 性 ， 
令 8 一 0 其 得 . 
je Waray= {| FCr cong, rsin)radar. 


本 
这 就 是 第 二 节 所 得 的 极 坐标 系 计 算 公 式 ， 只 是 那里 把 区 
域 4 记 威 怀 . 
一 般 来 说 ， 若 变换 (4, 汪 在 个 别 点 或 线 上 条 件 不 满足 时 ， 
比如 变换 在 某 些 线 上 不 具备 一 一 对 应 的 条 件 ， 变 换 的 雅 可 比 
行 型式 在 某 些 点 为 零 , 这 时 重 积 分 的 变换 公式 仍 成 立 . 


[ 例 1] 计算 二 重 积分 
ji wy dz dy, 


其 中 力 是 由 扳 物 线 ，#=z, 归 一 4 如 一 多 坊 一 掀 所 转 成 的 
区 域 . 
解 先 酒 出 区 域 D( 较 2-66), 根据 区 域 刀 的 特点 , 作 变 


| 2 
v= 
多 


它 把 区 域 D 变 为 长 方形 区 域 4 1<&u<4 与 1<wv<4. 由 
J :zy) 一 1, 我 们 只 要 求 出 一 个 行 询 式 , 即 可 得 到 另 
一 行列 式 . 先 求 出 


| 
Tg, 的 = | 加 ?ds 
| Ee 
| 9 
所 以 Ts DHT Ce, WD = —1/8. 
3 人 
并 注意 WY 
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因此 有 J 


-小 人 于 mm 二 uu ao 一 下 


这 是 的 变换 隐 数 与 被 积 雍 数 关系 比较 巧 ， 用 不 到 把 原 变 
量 z、y 解 成 新 变量 


的 通 数 , 一般 来 | 

说 总 待 把 原 变量 zy 站 
解 成 新 变量 u.v 的 画 mA | 

数 , 才能 把 关于 xz、y 1 7/ * 
的 各 分 变 成 关于 we 

的 积分 ， 这 普 也 说 明 0 


变换 的 雅 可 比 行列 式 
为 一 常数 ,但 变换 仍 可 以 不 是 线性 变换 , 
[ 例 3】 计算 重 积 分 


中 crew 


其 中 防 +l 


0 
解 ， 作 变换 
{0 
y=— br gind, 
变换 把 矩形 4 0<r<1 与 0<6<&2m 变 为 梢 图 刀 ( 图 9-67) . 
变换 行列 式 为 
goo80 —arsing 


“0, 0)— bsing br cost 


=abr, 


所 以 
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(f+ ydzrady= || (a cos’ 0+ br sin ty) abrad Aar 
n 本 


3 1 
-| Gatoosrd + dreint 0)a9"f abraar 


了 ab{ew+ ph). 
最 后 , 我 们 想 指 出 一 一 对 应 条 件 的 重要 竹 ， 恕 变换 
和 
¥f = 2uy, 

因 0 (Qew) ?= C+ wD 
即 可 看 出 变换 把 半径 为 * 的 圆 ; 加 十 避 =7?(0<n < 二 , 变 为 半 
德 为 ?的 贺 : 十 一 《7 光 和 当 连续 地 由 0 移动 到 工时 , 变 
换 就 把 ww 平面 上 的 单位 加 4 忆 十 如 所 1 变 为 og 平面 上 的 单 
位 加 DD 祝 十 妨 志 1T， 变 换 的 雅 可 比 行列 式 为 
Qu 一 20 
2 2 
只 要 (w 如 关 (0, 0)， 但 变换 在 4 与 必 之 闻 不 是 一 一 对 应 的 
( 见 第 一 章 第 五 节 ), 这 时 不 能 用 重 积 分 变换 公式 , 否则 会 得 出 
荒 避 的 结果 : 


= 中 em- 人 4ee+ oaudo-| a drar — am, 


J (uu, HO) = 一 4 十 9) >0, 


4.3 三 年 积分 变换 


类 似 于 二 重 积分 变换 , 可 以 讨论 三 重 积分 的 积分 变换 , 设 
有 变换 


T=g(u, v, W), 
y= YC, vo, 2), 
2 一 zt， 9 区) 


它 把 www 空间 区 域 9, 一 一 对 应 地 变 到 zy 宰 间 区 域 太 且 变 
按 函 涩 及 其 着 变换 汪 数 在 各 自 的 区 域 上 连续 可 繁 , 则 
Tu ww 办- 好 人 0 
和 可 比 行列 式 的 绝对 信 ， 交 示 点 (wv，w) 处 体积 的 和 缩 系 
数 ， 在 上 途 条 件 下 , 有 去 重 积 分 的 变换 公 
上 Few Daraye 


-J fe 人 WW), FU, v, Ws Fu, V0)) 


x IIT, o, Ww dvdv dw. 
当 变 换 在 区 域 0 上 的 有 限 个 点 有限 条 线 , 有 限 张 邓 上 条 
件 不 满足 时 , 重 积 分 变换 的 公式 仍 成 立 . 


特别 地 , 对 柱 坐 标 变换 
z=—r C0000, 
上 
多 一 2 
它 的 变换 行列 式 为 _ 
vod 一 Binp 0 
TJ, b, 2) = reod 0|=7, 
0 0 1 
所 以 重 积 分 变换 公式 为 
[re w darayas=] ||F Ce cosl, sin 0,s) er db dr ds. 
rr a 
对 于 球 坐 标 变 换 
r=paingeost, 
gas 
2 一 pc08 gp, 
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它 的 变换 行列 式 为 
sinpeosb 一 psinpsinD peospoosd 
pd, p= sngsing pangoosd peosgpsing 
cosp 0 —psing 
=—rrsing, 


所 以 重 积分 变换 公式 为 
人 em Daraya 
=|| [FCosingoosd, psin psinb, poospjrpesiapaldpap 
a 
(注意 ,因为 0<g 志 x, 所 以 sing>0, 因此 |sing| =sin pg.) 
[ 例 38】 计算 三 重 积分 
让 (PH 十 亲 加 友 梧 


其 中 万, 配 + 略 十 于 < 


BT 
和 解 : 作 变 换 

2 一 apsinpoosD 

yg bpsing sing, 

2=0p eosg, 
它 把 长 方 体 2.0<p<1 与 0<0<2n 与 90<p<w 变 为 区 域 玉 ， 

2 
各 二 入 十 与 1， 变换 行列 式 为 
wp 0, 9) = —abep’ sing, 

所 以 
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[ff tg tardyas 


条 


-| fe 2 sin? wp Cos + bp? sin? ysin? 8 op? cos g) 
Ee 
abcp” singpad dg dp 


= 人 apf-apf (a2gin? pcos p+ b?sin? gsin’ 0 +0? 008 yp) 
"abc sin pg" pdp 
一 = 动人 《gs sina gp eosgs + bsin’ gsin?0 
+0e0g pg) dcosg) 


js 
一 .200 | (4 oo 十 和 b2 sin? 四 + 3 oug 


一 每 ,abe (est br + 0), 


习 题 七 
1 计算 下 列 二 重 积 分 
1 中 fw- 盏 -区 条 ds dy, D: 王 + 加 <1: 


2 tr 和 yD 是 由 县 筑 芽 一 2y 所 成 的 区 坟 


多 用 tyrdg; [提示 先 化 到 第 工 萌 限 积 分 .] 


tt 


鸡 em 了 zy0 与 19 与 2 二 os， 


2 求 下 列 曲线 所 于 的 而 各 : 

DE EEE 0, y=0; 

2) y= ey, ys y=2% >0 y~>0, 
3, 求 下 多 曲面 所 围 的 体积 : 
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了 了 2 2 2 
D + + 和 = + 如 = 三 (>0) 


让 人 3 
Ee 
Dt ato 


加 


， 计 算 下 列 三 到 积分 ; 
本 可 T 2 


区 


2) fryt amy, VP, Ce a Gy 8) + sO eR; 


3) fanart sy a dr dy ds, T 是 由 平面 z+y+9=l, z= 
’ 


9 一 人 0 3 一 0 所 园区 域 ,其 中 .9、7、5 皆 为 正 整 歼 ， 
[提示 : 作 变 换 zTY+z 一 y+# 一 mz 一 m5.] 


第 五 闻 ” 重 积 分 的 应 用 
护 ,1 求 曲 面 面 积 


先 讨论 平面 图 形 的 投影 . 
设 空间 有 一 平行 四 边 形 S( 记 号 瑟 同 时 也 宕 示 它 的 面积 )， 
因 平 行 直线 多 投影 后 仍 保 持平 行 , 所 以 总 在 my 平面 上 的 投影 
也 是 平行 四 边 形 , 记 为 0( 间 时 也 岩 示 面积 ), 现在 要 求 面积 S 
与 0 之 闻 的 关系 , 
我 们 采用 向 量 作 工具 来 解决 这 一 问题 。 设 平行 四 边 形 访 
是 由 向 量 
{2 
b= b+ 827+ bak 
组 成 , 则 平行 四 边 形 由 向量 
| = ut osy, 
b=hitbad 
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组 成 (图 2-68). 


根据 向 量 积 的 定义 , 知 
本 Gs)|, aa ol, Ia 四 
=0x6= 
组 一 区 X 现 pit Bb Ek 
是 平行 四 边 形 S 的 法 里 量 ， 引 入 记号 
a) “| Bl® | co- 二 “| 
bs bs Da Bb bs ba 
则 n= BitOFk, 


且 纯 的 大 小 等 于 平行 四 边 形 号 的 面积 , 即 
S= |R|=~v /At BHO. 


U1 Ca 


周 理 妈妈 一 天 -- OF， 


1 pa 


得 平行 四 过 形 = 的 面积 为 


olaxB| -|ol, 
， 工 _ lo| 

扶 以 SH VAT 

上 式 右 端 不 是 别 的 ， 正 是 法 向 量 坟 的 第 三 个 方向 余 怠 取 
绝对 值 ( 图 2-69)， 旭 | 
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=ieosy| 或 38-T 训 了 
其 中 站 是 向 量 中 与 向 量 无 之 间 的 夹 角 ， 上 式 说 明 , 空间 平行 
四 边 形 的 面积 , 等 于 它 的 投影 图 形 的 面积 , 除 以 它们 法 向 量 间 
的 光 角 的 余 疼 取 绝 对 值 . 
如 果 S 不 是 平行 四 边 形 ， 面 是 位 于 空间 的 任意 一 个 平面 
图 形 , 那么 它 的 面积 S， 与 其 在 wy 平面 上 的 投影 图 形 的 面积 
5 仍 有 关系 式 : 


下 
leos yl 


其 中 > 是 两 个 胖 面 图 形 的 法 向 量 问 的 夹 角 ， 
这 是 因为 昔 面 图 形 吕 可 用 平行 四 边 形 49 的 和 去 通过 ， 
5—lim B45 


相 诺 地 48 在 oy 平面 上 的 投影 为 do 当 m->co 时 , 访 如 ,不 
近 于 和 在 地 平面 上 的 投影 图 形 0 的 面积 ， 所 以 


有 ~ Jam J.=lim 襄 让 


-而 lim 六 ot= eo 
本 和 TE 
出 上 式 可 见 , 当 筷 的 法 向 量 和 与 天 平行 时 ，cogy= 卫 这 

时 总 与 其 投影 图 形 的 面积 一 样 ， 当 六 的 法 向 量 邵 与 天 委 真 
时 ，cos 一 0， 这 时 点 的 投影 为 一 条 线 ， 所 以 a= icosY| 
=0. 


有 了 上 面 的 准备 知识 , 下 面 开 始 介绍 曲面 面积 的 求法 ， 

有 了 定 税 分 ， 能 求 一 般 平 而 图形 的 面积 和 旋转 体 的 侧面 
积 . 但 要 求 任意 一 块 空间 明 面 的 面积 ， 光 有 定 积 分 工具 还 不 
够 , 需要 重 积 分 工具 才能 解决 这 一 问题 ， 


人 3 一 


设 给 定 空间 曲面 8, 它 的 方程 为 

z=f lr, ), 

曲面 应 在 wy 平面 上 的 投影 为 区 域 五， 并 设 函 数 Fw, 的 在 
卫 上 有 连续 储 导 数 ， 因 , 

此 函数 在 每 一 点 可 微 ， 
曲面 8 在 每 一 点 切 平 
面 存在 .现在 我 们 来 求 
曲面 总 的 面积 . 

为 此 我 们 把 区 域 DD 
分 成 % 个 小 区 域 和 
二 1, 2, *…, 站， 相应 地 
把 曲 画 态 分 成 % 个 小 片 
ASit=1，2,，…, m). 在 270 
:上 储 取 P(E 7 相应 曲 而 4S: 上 就 有 一 点 

Mlés, ne Fé 0), 
过 对 点 作曲 面 六 的 切 平 面 ， 在 这 个 切 平面 上 我 们 取 一 小 块 
5 使 464 在 wy 平面 上 的 投影 , 与 49, 在 wy 平面 上 的 投影 
相 重 合 (图 2-70)， 当 区 域 4o 完 分 小 上 时，45% 可 以 充分 好 地 
逼近 必 ,, 于 是 我 们 可 以 把 48; 作为 48; 的 近似 值 ， 由 此 得 到 
曲面 总 的 近似 值 


S314 4 
#4=1 t=l1 


要 找 出 43; 与 dot 的 关系 ， 注 意 曲 面 8 在 对 ,点 的 法 向 


量 为 
一 《一 六 (一 卢 作 1， 


它 的 第 三 个 方向 余 芒 为 : 


209 他 一 


1 
IVITER GG mJ te, ml 
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出 上 知 “457 = 
MIT mt lp, mo dee 
所 以 S~ VITTE Les, ri 0 mE, mp TY do 
令 |4c| 一 0 好 得 _ 
5= [VI ar 


这 就 是 求 间 面 面积 的 公式 , 它 可 以 看 成 是 求 弧 长 公式 
-| VITP ds 

的 推广 

【 例 了 求 球面 2 十 护 十 有 P28 前 面积. 

: 解 ， 由 对 称 性 ， 只 要 求 出 

第 一 圭 限 中 那 部 分 球 的 面 和 
(图 2-71)， 整 个 球 的 面积 即 
为 


S=8x8. 
在 第 一 卦 限 中 的 球面 方程 
为 
图 2-71 sg MVR, 
定义 域 了 Dz>0 与 y>0 与 妇 十 护 过 再， 先 求 两 个 偏 导数 ， 
2 _ Tt Ox 多 
0 VR Oy A 
1 .fey /oY BR 
邯 得 11 (好) +(e) VE 
RB 加 Rr 
所 以 S| pr Eh of 5 tr 
_ cf sR) ja 
| 
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用 此 得 六 一 8X RS 一 4 如 和 


即 球面 面积 为 其 大 圆 面 积 的 四 倍 ， 

【 例 3] 求 两 个 直 圆 和 柱 面 他 -= 避 + 帮 = 避 所 转 
成 立体 的 表面 积 (图 3-21) 

解 ， 由 对 称 性 只 需 考 虑 第 一 封 限 部 分 的 表面 积 ， 而 立体 
在 第 一 封 限 部 分 又 被 平面 *=y 分 成 两 个 相等 的 部 分 , 所 以 内 
需 考虑 在 区 域 也 zP0 与 yP0 与 到 二 久生 下 上 曲面 ?一 
MRE 一 必 的 面积 ,然后 把 算出 结果 乘 以 16 即 得 所 求 天 面积 ， 
日 2 一 ME 一 丰 得 


TY 


i “证 


四 
-| Rdz— BR, 
全 
邯 得 S= 168R2. 
车 曲面 5 由 参数 方程 
出 二 客 (四 )， 
yy 9)， 
2=2(u, Y), 
给 出 , 这 些 函 数 在 tw 平面 的 区 域 4 瞎 续 可 微 ， 由 第 一 章 第 
六 节 知 访 的 法 向 量 絮 为 
R= (4, B, OO = Ai+ BI+OK. 


(人 p06% 0 mr B,D 
A BG 0 Be 


法 向 量 季 的 第 二 个 方向 余 铝 为 ( 设 C#0); 


Io 
WY FI DT 
所 以 面积 微 元 
dg dr VET Ss, 
[oo ol 
再 由 二 重 积分 变换 知 


do=|J Cu, oauadv= |Cladudy, 
把 它 代 入 d3S 即 得 
-VvV At FTO au dy, 
这 于 曲面 的 画 积 公式 为 ， 
| s-||vV Error dudy, 


4 


【 例 8] 求 螺旋 夯 
w=7 tosp, 
y=" sing, 

ST 2= 0, 
”2 其 中 9 变化 区 域 六 40<r 
4 与 0<9<2x， 试 求 那 部 分 面积 (图 2.72). 
解 ， 因 
OD po 0D) 
此 = EI -hsing, B Br hoosp, 
J lw, W) 
a" 
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所 以 Ss- || Erroraar= {dof Vrrdr 
EE] 


一 下 [yw rn Vt) 
-a[avV mR in( et Yet )]. 
nh 


号 , 安 。 物体 的 重心 


在 物理 学 中 已 知道 有 限 个 质点 的 质点 系 的 重心 位 置 的 求 
法 ， 设 在 空间 中 有 % 个 质点 ， 其 位 置 为 Co go 50 (i 一 1, 2, 
…, 多 )， 每 一 个 质点 的 质 量 为 ms 二 +4，2,…, %%)， 则 这 个 质 
点 系 的 重心 坐标 (5 2， 2) 计算 公式 为 ， 
_ Sma Dm - DY me 

二 
现在 我 们 将 这 个 公式 芍 广 到 空间 连续 物体 的 情形 . 

设 玉 为 物体 所 占 的 襟 间 区 域 , 物体 的 密度 为 Pte, y, 多， 
它 是 区 域 刻 上 的 连续 函数 .将 玉 分 割 成 4 个 小 区 域 好 (i 一 
二 2 …, %) (这 些 记 号 同时 表 深 它们 的 体积 ), 在 下 ,上 任 取 
一 点 (6&, mr 如 ， 每 一 小 块 下 ,的 质量 近似 等 于 p 人 mo， 如 
他， 并 且 想 象 拒 它 集中 在 点 CE 名 处 ， 这 样 就 得 到 呈 个 
质点 系 ， 物 休 灰 的 重心 (2 9, ?) 近似 于 这 2 个 质点 系 的 重 
心 , 所 以 


ip mw DA 


TT 
ee no A 
四 sp 人 ts oo DAP 


ba mx LDAP ' 


a 


多 
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之 plés mn, As 
Solé, m, AP 
当 471 一 0 时 , 即 得 物体 矿 的 重心 为 : 


| sp le, y, Do 


人 


i 
川 pe y, om 
gp(m 的 及 
3 

{jac y, 3m 


5 人 及 Oy 


川 pe om 


车 物体 为 平面 薄片, 它 占有 平面 区 域 ,物体 的 面 密度 为 
五 上 的 连续 函数 Ptz, 殷 ， 则 该 平面 薄片 的 重心 为 ; 


[fm 人 护 如 
oa 
je gao 
"he er 


【 例 4】 求 一 均匀 的 球 项 色 体 的 重心 ， 设 该 球 的 球 心 在 
原点 .半径 为 妃 锥 体 的 顶点 在 原点 , 轴 为 * 轴 , 锥 面 与 4 轴 交 


角 为 ofo<s< 至 ) (图 2_78) 
解 ， 由 图 2-73 可 见 ， 物 体 关 手 * 轴 对 称 ， 并 且 密 虐 为 常 
数 ,所 以 重心 应 位 在 z 办 上 , 即 有 
zg~0, 


ee ff 


于 - 


pe 


利用 球 坐 标 计算 上 面 两 个 三 重 积分 ， 并 注意 对 于 区 间 
[0，2m] 中 的 任 一 9， 对 应 有 一 平面 区 域 D(9) 为 一 扇形 《图 
2-74)。 因此 


e 
图 2-73 


J i pcosp*pagin pdpdp 


Dey 


一 2r 上 | pa eos gp sin gdp 一 1st ona), 
o 


人 an-| "a0 | pain dgd -2 dap] 2gin gd 
， papdp=2r), dp), Pp ip 
了 PCe) 
2 村 
一 末 = 如 (1— eosa), 
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即 得 z= BC oog 四 下 


[ 负 本 计算 重 积分 | ar, 其 中 忆 为 三 角形 区 域 , 三角 


了 
形 的 三 个 顶点 为 (op ycXi 一 1, 2,3) 
(图 275) . 
解 ， 办 三 角形 的 顶点 坐标 并 
未 具体 给 出 ， 若 用 以 前 化 累 次 积 
分 办 法 来 算 , 有 一 定 的 复杂 性 , 而 
用 重心 公式 可 以 毫 不 费力 地 得 到 
图 -5 结果 . 
我 们 考虑 一 平面 薄片 蕊 痊 度 pe=t 则 它 的 重心 为 


J 


5 


J” 


D 
对 于 三 角形 区 域 , 它 的 重心 就 是 三 角形 的 中 心 , 即 三 条 中 线 的 
交点 ,所 以 


jo 


去 十 2 十 外 
5 


记 区 域 了 的 面积 为 o， 

1 ze 钠 

1 x2 gs 

1 zs ys 

根据 图 中 所 未 三 点 的 位 置 , 上 式 取 “ 二 "号 ， 
因此 得 到 


0= 土 可 


» 


ER 
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同样 , 以 {zw 2 2 但 -2，3， 急 为 顶点 的 四 面体 广 的 
中 心 的 x 坐标 为 


= wit a 十 Ta 十 
TD 


国 此 可 得 人 -2 


其 中 严 也 寡 承 区 域 六 的 体积 . 
与 .3 ”转动 惯 重 


设 空间 有 郊 个 质点 的 质点 系 , 其 位 署 为 (zt ,2D (一 1， 
2 m), 每 个 质点 的 质量 为 ms 则 这 个 质点 系 关 于 zy gy#、 
MI 浴 标 面 的 转动 名 首 分别 为 ; 


I = 3 am 了 Ls= gr. 
f=1 f=1 #1 
质点 系 美 手 % y、? 四 的 转动 惯 直 分 别 为 : 


Te- + ) ms Dt my 


AC 


类 似 于 重心 的 处 更， 可 以 把 质点 系 的 转动 惯量 推广 到 连 
续 物 体 情形 。 设 物体 占有 空间 区 域 六 ,密度 函数 p(xz, y, 在 
六 上 连续 ， 则 该 物体 关于 zy、 yz、 so 坐标 面 的 转动 惯量 分 别 
为 ; 


Tuete w De, 
} 

Tec adw 
有 
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= 人， 9 DW do. 


物体 关于 < %、z 轴 的 转动 他 量 分 别 汶 : 
-并 eraocw aa 
VF 


了 一 | je gp, Y, Adv, 


T= |] yp y, Do. 


¥ 


【 例 6] 计算 由 平面 


训 寺 名 于 名 = 
a bb 8 


及 z=0、 g% 一 和 5 一 0 所 围 成 均匀 物体 人 = 力 对 三 个 坐标 面 的 
转动 惯量 . 
解 : 送出 区 域 严 (图 2-76)、， 物体 对 平面 的 转动 惯量 为 
1 jf 


区 域 三 在 > 轴 上 的 投影 为 区 间 [0, c]， 对 于 区 间 中 任意 一 点 


ax 


图 2-77 
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2 有 区 域 了 Dt) 与 其 对 应 (图 2-77)、 了 DC) 是 由 直线 %=0. y 
-0 及 


所 图 成 的 平面 区 域 ,其 面积 为 于 aB(1 一 所 】， 所 以 


T= jj do = ds jj sdydy = [ee | J dzi] 


Dey Dy 


1 abes 
一 | #9 一 人 一 
| Wri 友 -- 和 
- 1 _abe , ab 
同 理 可 得 Tw- Tego 


与 .44 引力 


设 有 一 物体 下 ， 其 密度 为 ps， y, 办 ,函数 plz, ,区 在 
六 上 连续 ， 今 在 六 天 一 点 了 (zo, 96, ?0) 放置 一 单位 质量 , 试 


求 物体 六 对 卫 点 单位 质量 的 强 
力 百 pA hry th 2) 


在 了 内 取出 典型 的 一 小 块 g 
体积 元 do 在 do 内 尾 取 一 点 (mw 
yy, 办， 体积 元 素 dv 的 质量 Ny 
dM = py, y, Hv. 
令 278 


Pm (ott (y— yo) + C2— 20)E, 
间 量 了 由 卫 点 指 河 dv( 图 2-78)， 把 体积 元 素 dw 看 成 一 点 ， 
根据 万 有 引力 定律 , 体积 元 素 go 对 卫 点 单位 质量 的 引力 为 


dF=K le 区 和 7, 
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其 中 r= 1， 天 为 比例 常数 ， 所 以 物体 世 对 三 点 单位 项 量 
的 引力 为 
rep sr 


这 于 被 积 画 数 为 一 向 量 函 数 ， 积 分 所 得 结果 也 为 一 向 量 ， 由 
两 向 量 相等 即 其 对 应 分 曹 相 等 , 所 己 向 量 亚 在 乞 多 二 币 上 的 
分 是 为 ， 


1.=x|[| Pt 及 的 人 一 好 ) ty, 
pe x ¥, (y ~) dy, 
FP,= x|| jee 号 如 一 各) io. 


其 中 了 Ms 一 80) 二 (人 y 一 的 这 十 (2 一 96)?，Fs、 By 表示 向 
量 玉 的 三 个 分 量 . 

车 物体 为 一 平面 薄片 ， 且 位 于 zy 举 标 面 ， 则 它 对 Pwo， 
wn) 点 单位 奈 量 的 引力 为 


BoE I plg, 的 (vgn) 
I [eT yp) Ta 0 


rp ply, ) (y —yo) 
2 吉 FE 人) 计 区 95 to， 
四 PC， Wo 

四 可 Tn) oT 时 


[ 例 7】 一 半径 为 a 的 圆 盘 体 ， 有 均匀 密度 p, 穿 过 贺 盘 
中 心 、 并 与 图 闻 一 直 的 直线 上 距离 盘 心 为 有 多 放 一 单位 质量 

五， 求 加 盘 对 单位 质量 的 引力 . 
解 : 到 直角 坐标 系 0-zyz， 使 轩 数 所 在 的 面 为 zy 平面 ， 
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过 贺 盘 中 心 的 垂 线 为 > 轴 ( 图 2 78)， 由 对 称 性 可 知 


五 -一 五 ,一 个 ， 
歼 只 需求 PP, 而 
”a her 加 全 | dur dr 
DKol rrp ym Ke), ool 


用 
~ Kps a0] Ae 
2 Jo o (Te Ry 2 


一 一 Kphs| 


rr 
得 到 的 FF 为 一 负数 , 表示 引力 的 方向 与 轴 正 向 相反 ， 

I 例 8】 求 一 单位 质点 卫 , 受 半 径 为 及 密度 为 p 均匀 球 
体 的 引力 . 


图 2-79 图 2-80 


解 : 取 坐 标 系 如 图 2-80 所 示 , 设 项 点 也 与 球 心 的 距离 为 
i 盖 外， 由 对 称 性 知 


本 一 有 一 0 
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区 域 玉 在 * 轴 上 的 投影 汶 区 间 [ 一 吾 ， 型, 对 于 区 闸 内 的 任 一 
2z 有 一 平面 区 域 刀 (与其 对 应, 区 城下; mm 十 扩 写 本 一 寺 


所 以 
人 (sDardy 
mo] 有] TT DT 
如 同上 题 , 可 以 算出 内 呈 积 分 
drdy _ 全 VE TAT 
| [s+ DI]? | a (rT 


ER 


-J BJo 
a 1 工 ) 
FE 二 可 VER 


一 zi 2—? 
寻 一 2 - -一 | 好 
因此 本 = Eo [Eh J 


eR zl {2 当 总 ， 
-dd 
由 于 | 一 26。 当 1&R. 
又 由 于 人 一 
-xMBRs+P—2ls 


-[- 二 VBErP-28] ++| VETP-Wd 
1 -ER bl-r 
= 地 [一 辐 H 一 及 | 一 (+ 肥 习 


1 3 a 
一 地 Ui 一 Bl" 一 C+ 及) 
2 


> 
2 aR, lh, 
4 2 
一 可 i, 当 0< 研 辟 ， 


代入 了 得 


一 人 46 一 


3 
4 


可 mip, 当 了 ss 号 . 
铺 果 表明 , 当 点 五 位 于 球 外 时 , 它 受 球体 的 引力 ， 就 好 每 
将 球体 的 全 部 质 量 mm 一 号 mr 集中 在 球 的 中 心 处 时 ， 它 所 


受到 的 豚 引 力 一 样 ， 当 点 卫 位 于 球 内 时 ,吸引 力 与 球 的 半径 
召 无 闫 ,表明 书 点 凡 外 的 款 层 对 卫 点 不 发 生 任 们 作用 , 相当 
于 半 和 巷 为 了 的 球 对 其 球面 上 一 点 卫 的 吸引 力 . 


[ zp 地 妾 I 及 
五 :一 


一 万 二 


习 题 八 


mm 


- 求 下 列 昌 所 的 面积 ， 
1] 曲 而 3 二 ay 包含 在 圆柱 空 十 沪 一 中 内 那 部 分 的 面积; 
求 三 个 圆柱 出 如 十 用 = 形 ， 环 二 加 一 站 于 二 用 一 本 所 搓 成 这 
体 的 表面 积 ; 
3) 求 曲 面 好 士 妇 十 关 = 寺 在 图 枉 守 十 久 =ax 内 那 部 分 的 面积 ; 
由 求 圆柱 空 十 多 一 吃 在 出面 及 十 汪 填 避 宣 内 那 部 分 的 面积 ; 


和 求 曲面 “一 are 馈 世 在 第 一 卦 眼中 被 圆柱 面 台 十 太一 1 所 截 部 


分 的 面积 . 

2 ， 求 下 烈 平面 图 形 的 重心 ( 设 pe 了 TD): 
也 抛物 线 VE 十 VY 一 VT 与 两 于 标 轴 所 围 部 分 
2) 加 te 除去 +az+ 护 <D 后 所 莉 部 分 ; 


3) 椭 罗 三 + 娩 el 在 第 一 象限 部 分 . 


3， 求 尘 个 桶 球 : 本 + 各 + 本 < 与 zf 的 下 心 (o=]T. 
4， 求 区 域 玉 ,让 很 开 十 访 十 如 和 如 与 0, 在 p 三 1 下 的 重心 。 


5 求 二 重 积 分 : 


| J dsdy as, | | | yd dy a, 
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-3 


加 


限 . 
痕 . 
把 “ 求 和 、 取 极限 ” 变 为 对 微分 的 积分 . 


公 


其 中 下 .x0 与 WP0 与 980 与 44 %4a<1. 


.或 拓 所 为 村 的 网 入 畏 园 标 体 入 十 六 :<1 与 ||< 各 对 备 从 标 


轴 的 转动 质量 ， 
-未 质量 为 于 的 均匀 精 学 - 写 二 区 二 二 号 < 对 各 坐标 轴 的 轩 功 名 


其 . 
求 册 度 为 p 的 岁 名 图 科 ， 开 + 六 所 中 与 0<z 扒 册 对 具有 单位 质量 
的 质点 (0, 0, 有 D 石 半 中 的 豚 引 DJ. 


第 二 章 小 结 


T. 重 积分 的 定义 ,简单 说 是 : “分 着 、 乘 积 、 求 和 、 了 到 极 
”“ 重 积分 的 应 用 ,简单 说 是 :“ 分 割 、 近 似 代 玲 、 求 和 、 了 到 极 
”具体 做 时 常用 微 元 法 , 把“ 分割 近似 民 将 ” 变 为 找 微 元 ， 


2. 二 重 积 分 计算 让 了 直角 举 标 系 、 极 坐标 系 和 变量 符 换 
式 ， 计 算 的 关键 是 要 画 好 图 形 ， 先 在 图 形 上 看 出 积分 变量 


变化 的 范围 ， 然 后 再 写 积分 限 .三 重 积分 计算 讲 了 直角 坐标 
系 、. 柱 坐标 系 、 球 坐标 系 和 变量 蔡 换 公式 ， 柱 坐标 系 中 定 限 化 
为 平面 直角 坐标 系 定 限 ， 球 坐标 系 中 定 限 化 为 平面 极 坐标 系 
定 限 . 


3. 重 积分 的 应 用 讲 了 求 一 般 物 体 的 体积 ,一般 曲面 的 面 


积 \ 求 空间 物体 的 质量 、 重 心 .转动 惯量 、 引 力 等 。 还 利用 重 积 
分 证 明了 深 贪 导数 与 次 序 无 关 定 坦 ， 和 求 出 了 一 个 广义 积分 
值 , 
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曲线 . 曲面 积分 和 场 论 


为 了 解决 曲 顶 柱 体 的 体积 , 和 不 沟 匀 物 休 的 质量 等 问题 ， 
在 前 一 章 中 我 们 把 定 积分 概念 推广 到 了 重 积分 ， 位 实践 不 断 
地 提出 新 的 问题 , 如 求 不 均匀 的 曲线 形 或 曲面 形 物件 的 质量 ， 
求 物体 作曲 线 运动 时 变 力 所 作 的 功 ， 求 涪 体 流 过 一 曲面 时 的 
流 最 等 问题 。 把 以 前 的 积分 概念 用 来 解决 这 类 问题 已 不 尽 合 
适 , 需要 抬 积分 概念 进一步 推广 到 第 一 型 此 线 、 曲 面积 分 , 第 
二 型 由 线 、 曲 面积 分 等 积分 概念 . 同时 在 这 章 中 我 们 要 把 单 
变量 微 积 分 前 基本 定理 一 牛顿 、 菜 布 尼 兹 公式 推广 到 多 元 
的 形式 ,这 就 是 场 论 中 的 三 个 基本 公式 一 一 格林 公式 、 奥 氏 公 
式 和 斯 托 殉 斯 公式 . 


第 一 节 第 一 型 曲线 积 
1.1 第 一 型 曲线 积分 概念 


设 有 一 曲线 形 物件 占有 sy 平面 肉 一 条 曲线 级 工 , 它 的 两 
个 端点 是 4、B， 在 荆 上 任意 一 点 (%, 咏 处 ， 它 的 线 密度 为 
Plz 的 ， 当 点 在 三 上 变动 时 , 函数 ptz, 胡 在 卫 上 连续 我 
们 的 问题 是 要 求 这 不 均匀 曲线 形 物件 的 质 显 六 (图 3-T)， 

如 果 物 件 的 线 密度 为 常数 ， 闭 么 物件 的 质量 就 等 于 它 的 
线 密 度 乘 以 它 的 长 度 ， 现 在 物件 各 点 处 的 组 密度 是 变化 的 ， 
就 不 能 用 上 述 方法 来 计算 ， 为 此 我 们 仍 采 几 已 为 庶 者 熟知 的 
“分 制 - 一 求 和 一 一 寺 求 极限 "的 方法 来 解 洪 ， 
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月 分 点 4 -4 4， da 本 4, 一 把 曲线 五 分 成 
g % 段 ， 每 一 小 段 长 度 顺 次 记 为 
中， 入 ,和 ， 当 贡 很 得 
时 ， 邓 上 的 线 窜 度 ptz，9) 近 
似 可 看 成 不 变 , 并 等 于 炙 上 某 
一 点 G6, 加 处 的 值 , 从 而 必 这 
一 小 段 的 质量 近似 等 于 
PE TOW, 

国 3 因此 得 


加 plo Wh. 


为 了 得 到 准确 值 ， 我 们 令 各 小 眉 的 长 度 必 : 都 趋 于 零 ( 记 
作 上 名 |->0), 对 上 式 到 极限 ,得 到 


M= lim po DA 


Tt: 

求 不 均匀 晶 线 形 物 件 的 重心 .转动 惯量 等 问题 时 , 也 会 避 
到 类 似 形 式 的 极限 , 所 以 我 们 引进 下 面 的 定义 . 

定义 ” 设 函 数 /ee 级 在 平 而 的 可 求 长 曲线 卫 上 定义 ， 
44.B 是 荆 的 端 吉 , 用 分 点 4o=4, 4 4 水 -把 卫 
分 成 % 个 小 段 , 每 个 小 段 记 作 入 一 A411 3,…, m9)( 记 
号 乓 也 表示 各 小 段 的 长 度 )， 又 (和 2 为 第 和 个 小 披 售 上 
的 任意 一 点 总 一 了 2,…, 各、 车 极限 


lim Sie, md 


Lb 
存在 ， 则 称 极限 值 为 函数 了 (2, 9) 在 曲线 工 上 的 第 一 型 曲线 
积分 , 记 作 


jf We, 
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这 里 Fo, 防 也 做 被 积 医 数 ， 工 时 做 积分 绝 段 ， 
因此 ， 不 均匀 曲线 形 物 忻 的 质量 疏 ， 等 于 线 密 度 函 数 在 
卫 上 的 第 一 现 曲 线 积 分 ; 
MM -| oem DD, 
当 卫 是 一 条 团 遇 线 ( 即 端点 4 与 端点 了 重合 ) 时 , 习惯 上 
把 f(z, 纺 在 三 上 的 第 一 型 曲线 y 
积分 记 作 
中 .fm Dd 
【 例 菩 求 第 一 型 曲线 积分 三 wz 
zu, 
I 
其 和 五 2 有 
姓 ; 由 图 2 可 见 ,积分 曲线 图 “二 
为 一 圆周 , 它 关 于 y 轴 邓 称 ,被 积 函 数 是 奇 栅 数 , 闫 似 子 第 二 章 
第 一 节 的 例 二 我 们 将 左 . 石 半 个 图 周 关 于 9 轴 对 称 地 进行 分 
蔓 、 取 点 ,这 样 得 到 的 积分 和 为 零 , 因此 所 求 的 线 积分 为 零 , 即 
edi=0, 
[ 例 3】 求 第 -- 型 旧 线 积分 
her, 


其 中 五 2 本 
解 , 把 三 分 成 ” 段 ， 记 为 = 二 2,…, mn), 在 每 段 上 
任 取 一 点 各, 0， 作 积 分 和 


Et 
因 点 (so 二 在 图 风 志 上 ,所以 合十 党 -2 即 有 
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总 《后 十 埋 ) 全 一 I Mh 27 B, 


从 而 得 中 r=. 


这 倒 说 明 ， 可 以 利用 积分 曲线 五 的 六 程 ,对 被 积 函 数 进 
行 化 简 , 如 


| 由 m1 如 
4 和 ta etnm BY rym 
-rR 
京 27R R 


这 是 因为 积分 变量 2%. 只 在 曲线 工 上 取 值 , 而 以 前 过 到 过 的 
二 重 积分 就 没有 关 亿 的 性 质 . 

由 定义 我 们 可 以 证 明 《证明 从 上 略 )， 着 沪 数 f(z, 2 在 工 
上 连续 ,或 除去 有 限 个 点 外 阔 数 在 五 上 连续 、 有 界 , 而 工 是 逐 
段 光 滑 曲 线 , 则 f(z, g) 在 工 上 的 第 一 型 贞 线 积分 一 定 存在 . 
设 了 (4%, 引 、g(z, 9) 在 工 上 可 积 , 则 有 下 列 性 质 ; 


DD) | Bf(e, wd-s|, fo, 幼 久 ”人 志 为 常数 ); 


2 | ni Da=| Fengt| gle, al 
3) 如 果 用 五 表示 由 曲线 放 五、Za 合并 而 成 芍 且 线 绝 
五 二 Fa, 又 五, Ts 除了 几 个 交点 外 不 相 重 迁 , 那 末 有 
fle, DA= fo WAt Fe WU 
上 还 三 条 性 质 由 第 一 型 曲线 积分 定义 即 可 得 出 ， 它 的 物 
理 意义 也 是 明显 的 。 第 一 条 性 质 是 说 若 由 线形 物件 的 密度 
博大 上 信 , 则 其 质量 也 卉 大 大 傍 ; 第 二 条 性 质 是 说 , 若 有 同形 
次 的 两 个 则 线形 物件 把 它们 壕 放 丰 一刀， 看 威 一 个 曲线 形 物 
件 时 , 则 它 的 质量 等 于 项 两 个 曲线 形 物件 感 基 之 和 | 第 三 条 性 
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质 是 说 , 若 有 不 同形 状 的 两 个 师 线 形 物 件 把 它们 连接 在 一 起 ， 


看 成 “个 曲线 形 物 件 时 ， 则 它 的 质量 等 于 原 两 个 遇 线 形 物 件 


质量 之 和 。 


在 第 一 型 曲线 积分 定义 中 ， 积 分 和 中 每 ~ 项 是 函数 在 点 
(Es, 72) 处 的 值 乘 以 折 ， 勿 长 现 , 总 是 大 于 零 ， 记 以 第 一 型 


线 积分 与 曲线 弧 工 的 指向 ( 即 从 4 到 如 迷 是 从 到 4) 无 关 ， 


如 果 用 /7 表示 与 荆 指 向 相反 的 辐 一 


线 弧 ,那么 


[7 的 本 -7 DE, 


这 个 性 质 与 定 积分 前 下 列 性 页 


站 ra- —[ rear 
不 同 ， 为 了 强调 这 一 点 ,我 们 也 称 第 一 型 曙 线 积分 为 夯 数 


张 长 的 曲线 积分 , 

最 后 我 们 还 想 扒 出 一 
点 ， 在 第 一 型 曲线 积分 定义 
中 要 求 临 线 工 有 弧 长 存在 ， 
因为 连续 曲线 可 以 没有 长 
虚 , 如 区 间 [0, 1] 上 的 连续 
曲线 
{ In (1+o)eos 二 £0, 


y+ 
:0, 2 一 人 


它 的 图 形 蚌 来 在 两 条 曲线 
y= hn (rt) Sy~—In(l 
十 克之 间 , 当 动 点 由 2 一 工 路 
向 * 一 9 时, 曲线 在 上 述 两 曲 


oe 


六 
ys A 
- 
入 
- yhn (fjcos 亚 


线 疝 作 来 回 摆动 , 越 舍 近 原点 时 ,拉动 越 厉 害 , 振幅 也 越 小 , 但 
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永远 作 无 休止 的 摆动 (图 3-3)。 由 图 看 出 , 出 线 在 


2 林寺 为 自然数 ) 
处 转注 与 9 一 一 也 人 二 人 及 3 la 人 二 二 两 曲线 相 接 能， 六 


和 触 点 的 高 度 分 别 为 
了 GD in (1+§), (本 7 mn +), 
取 前 叉 个 高 度 求 和 得 
hn (I+)= Snr Inn)=InN. 

当 到 -十 ce 时 ， 这 些 高 度 之 利 无限 变 大 , 出 此 得 出 这 条 连续 
寺 线 长 度 为 无 穷 大 ， 因为 如 果 则 线 长 度 为 有 限 , 而 所 有 高 度 
之 和 总 出 曲线 长 度 要 小 , 这 就 得 出 所 有 高 度 和 为 一 有 限 数 , 而 
这 与 已 知 高 度 和 为 无 穷 大 相 了 矛盾 . 


1. 侠 ”第 一 型 曲线 积分 的 计算 


设 给 定 平面 曲线 妃 ; 它 的 参数 方程 为 : 

{0 

y=—y(0. 

设 +=a 对 应 的 点 称 为 超 点 ， 记 作 4 二 对 应 和 的 点 称 为 终 

点 , 记 作 吾 ， 因 第 一 型 曲线 积分 与 曲线 三 的 方向 无 区, 无妨 设 
曲线 艺 即 为 4B. 

还 假定 苗 数 z (的 、4% 人 区 在 区 间 [a, 8] 上 连续 可 微 ， 且 

芭 介 3 By 的 于 关 0。 由 第 一 章 第 六 节 知 道 曲 线 工 在 每 一 

点 有 切身 量 


(CSE 


T= (2 (0D), yt)) 
存在 , 县 切 向 量 迷 续 地 转动 , 这 种 由 线 我 们 称 为 光 庙 曲线 ， 光 
请 曲线 网 长 度 一 定 弃 在 , 其 长 为 
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IL- vO, 


现在 我 们 把 积分 
人 re Da 
理解 成 间 线 灌 狗 件 的 质量 ， 千 把 区 间 [es 内 分 成 中 自 ， 宰 应 
地 把 砷 线 志 分 成 m 妇 ， 取 出 典 再 的 一 段 刀 它 的 主要 玫 分 或 
其 微分 为 
dU- VEOTTDOP, 

相应 地 名 可 的 质量 4ax 的 向 元 沪 

je， ye))d 

= te0), yO VD TI Td, 

所 以 曲线 形 物件 质量 为 

MC), yO VDOT TT dt, 


由 于 不 管用 什么 方法 求 得 的 质量 应 该 一 样 ， 即 得 第 一 避 

赂 线 积分 的 计算 公式 ， 
| re Da FD, yO VDOT OF. 
{LD 

可 见 , 把 第 一 型 曲线 积分 化 成 定 积分 时 ,只 要 把 被 积 函数 

中心 y 用 井 线 参数 方程 代入 , 绝 微 分 玫 用 
VET -VEIT 

代入, 再 殷 小 的 参数 a 作 下 时, 大 的 参数 人 上 黑 即 成 

[ 合 计算 积分 

人 下 


其 中 工 是 独特 线 %= 巡 上 由 原点 到 (1, 1) 点 之 间 疯 一 段 弧 
(图 8-4)， 
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解法 -…: 把 “看 成 参数 , w 的 变化 范围 为 区 疝 [0 十 ,由 
公 成 (1. 了 D 得 


yy 
VE VI dy 


_1[ 、 
-了 VTSad+4) 


上 -1 一 
4 吝 (Gv EB —1). 


解法 二 ， 把 y 看 成 参数 , 儿 物 线 的 方程 为 <=~Y,y 的 
变化 范围 为 区 间 [0, 习 , 由 公式 (1 了) 得 
1 rT 
ja vy) gy 
-Vy- 直 (GY5-D， 
【 例 和 ”计算 曲线 积分 yg 
Le 


其 中 工 为 用 直线 段 联接 点 0(0, 0)， 
4(1, 0), BC 了 的 闭路 (图 六 5))， 


售 ， | sd |, 2 十 | = 
+ 
直线 段 04 的 参数 方程 为 , 4= 罗 4 一 000 所 % 宝 和 所 以 


d= {war 
人 < = a 


— 256C— 


直线 段 4B 的 参数 方程 为 z=1, y=y(0&y 拟 ,所 以 
| oil ldy=1 
直线 县 BO 的 参数 方程 为 2 一 zy 一 zz 所 ,所 以 


| cae Vd. 
Bo 0 


1 EV 
因此 | 
{ 例 半 ”计算 曲线 积分 y 


Ey 
| (z+, 


其 中 五 是 以 半径 为 四 关心 在 原点 的 丰 
半 个 辕 周 (图 3-6). i 
解 . 三 的 参数 方程 为 
T0088, 和 
人 (- 生 sos 中 ) 
由 于 图 33 
dM oy dv (asnd Cacod) dy 
一 和 lg， 


如 
所 以 { (ota=| (eo0s0+t asinO)add = 20%. 
和 
2 


上 面 我 们 讨论 了 平面 而 线 积分 ， 这 些 讨 论 完全 可 以 搬 到 
党 同情 形 ， 建 立 空间 第 一 型 划 线 积分 的 害 义 、 作 尖 与 计算 公 
式 ， 设 结 定 空间 第 一 型 曲线 积分 
| 
曲线 工 的 参数 方程 为 


作 一 艺 (全 ， 
(0 (st 和 有， 
2=2(t), 
则 有 
ft, d= Fe (Ds, VT YH 
【 例 人 ”计算 曲线 积分 


fm, 
其 中 工 为 螺旋 线 


Laco8t, 
y=usint, (OSi<2x) 
z= bt, 


解 ， 由 公式 得 
zz- 下 (—asind) taood)’ t+ 唱 


9 


本 | tT do Tn, 
。 


习 三 一 
1T， 计 算 下 列 曲线 积分 : 
也 J 其 小 工 是 以 00, 只 , 401, 0) 和 BQO, 了 为 顶点 
的 三 角形 闭路 ; 
分 | 2 其 中 研 力 提 线 5=att 一 int), y=a(l 一 Co) (Ot 
志 2z) 的 一 拱 ; 
3) | 人 2 页 ， 其 中 工 为 曲线 2=ateost 寺 tain 才 ,一 0sin 一 
toost) (Ot<2)s 


3 


入 研 + 多 到 其 中 三 为 国 周 人 十 六 一 a2; 


号 | 2 的 信 二 其 中 大 为 内 押 线 os48P ao 的 怠 , 
[各 未 : 化 到 第 一 象限 内 求 考 店 ,] 
2， 计 算 下 列 曲 级 舱 分 : 


i 


~ 


FP ta, 其 中 二 为 蜂 线 =a oo0s t, y~asint, 3=Bt 
《0<t<2m) 的 一 段 ; 
至 硬 ,其 中 民 为 圆周 : 邓 十 怨 十 四 一 上 2 十 攻 十 5 下 
加 ;> 1 1 
| 抽 示 作 于 痪 57 亲 C- 肪 CHo-9，5-7 
etyte). | 
3, 求 曲 线 # 一 qf， gy 一生 名 5 一 生 玫 0<4<I) 的 弧 之 质量， 其 密度 哆 
-1 
数 为 p= 地- 


2 


> 


一 节 ”第 二 型 则 线 积分 


号 .1 第 二 型 曲线 积分 的 概念 


设 有 一 质点 在 zy 平面 内 , 队 4 点 沿 着 光滑 ( 即 有 连续 
转动 的 切线 ) 曲线 驱 工 移 y 
动 到 耳 点 , 在 移动 过 程 中 
质点 受到 力 

Fw, y) =Pls, i 
十 入 (人 DF 

的 作用 ， 其 中 去 子 分 别 为 
sy 轴 上 的 单位 向 量 ， 方 
向 与 坐标 机 正 向 一 致 ， 又 图 7 
卫 (w, 礁 、 Q(z, 9) 均 为 曲线 工 上 的 连续 函数 ， 我 们 的 向 题 是 
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求 质点 从 4 移动 到 召 时 , 力 百 对 它 所 作 的 功 (图 3-7)， 

我 们 知道 当 力 为 常 向 量 丙 项 点 作 直 线 攀 动 , 若 移动 的 位 
移 向 量 为 已 则 到 所 作 的 功 为 

W=Fl, 

现在 力 耳 不 是 常 向 量 ， 而 是 变 向 量 ， 它 的 大 小 和 方向 存 不 同 
点 可 以 不 同 ; 而 且 质 点 移 勤 的 路 径 不 是 直线 , 可 以 是 任意 光滑 
曲线 。 所 以 不 能 简单 地 用 上 述 公式 来 计算 变 力 所 作 的 功 . 

为 此 ， 我 们 按 工 的 指向 用 分 点 4 一 4olzo, yo)，Aui《my 
1), A gs, Ya), 0y A End, Bo), A (ny Yn) 一 宇 把 昌 
线 工分 成 有 段 , 取 其 中 一 小 眉 4;.441 来 分 析 , 由 于 44 很 
短 , 可 以 用 有 向 线段 

Arrd ~ doit My 
近似 代 赫 它 ， 其 中 dm= 名 一 加 -ty = 针 一 V3 又 出 于 函 教 
Ptz, 办 、Q(w, 的 的 连续 性 , 我 们 可 以 用 4, 上 任意 一 点 
(& ?0 处 的 力 
Blés, m= Plés 二 和 (人 mF 
来 近似 代替 小 扳 萎 4: 富 上 和 点 处 的 力 ， 这 样 ， 质 点 滑车 小 
弧 眉 -ahi 从 点 4 移动 到 点 隶 时 ， 变 力 加 所 作 的 功 4 有 
近似 等 半 常 力 玉 (6, 2%) 在 质点 移动 过 有 向 线 明 4 时 所 
作 的 功 , 见 
(人 A PEs od tO Es, 0) de 

通过 求 和 , 便 得 总 功 WW 的 近似 什 


Wa [PGE WD dnt QE Wd 


为 了 求 出 歼 的 准确 值 , 我 们 让 每 个 小 弧 段 的 长 度 都 趋 于 
零 ( 记 作 上 | 上 40), 对 上 式 取 极 限 ,得到 
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机 -lim [P(E, 区 LTQtes Woh. 


dl=o £1 
在 其 它 问 题 中 也 会 下 到 类 似 的 极限 ， 所 以 我 们 引入 下 面 
的 定义 ， 
定义 ” 设 工 为 zy 平面 内 从 点 4 到 点 耳 的 一 条 有 向 可 求 
长 的 曲线 弧 ， 了 Cz, 纺 、 昌 tz, 的 为 给 定 在 工 上 的 古 数 ， 按 工 
的 方向 顺 次 用 分 点 4 一 Ao (xo, go) (co 91) ,Ao (ga, 93) 
4(wr 9) 一 旦 把 工 仙 成 tw 个 有 向 小 张 段 ， 
设 第 5 个 小 弧 自 上 坐标 xz、y 的 消 量 依次 为 dx。 dn (Li= mi 
一 为 141 上 任意 一 虚 ， 
车 极限 
lim P(E, md 


1 全 L 


存在 ， 则 称 极限 信 为 函数 了 (2 急 在 有 加 曲线 工 上 关于 坐标 
的 曲线 积分 , 记 作 


上 Pls, ar~= [a?® dr, 


车 极限 lm SQ(E, Wy 


LE 
存在 ， 虽 称 极限 什 为 函数 Q(z, 9%) 在 有 向 同 线 工 上 关于 些 标 
的 曲线 积分 , 记 作 


ee pm- ac Way. 
在 数学 上 我 们 机 以 单独 讨论 积分 
PG, war 与 | 8 way 


但 在 应 用 上 这 两 积分 常常 是 结合 在 一 起 的 ,为 了 写 起 来 方便 ， 
我 们 党 把 
fi Pe wrtf, Ql Wo 


记 作 fz (z, WAz+Q ly, Day 


或 fdl, 
中 F=PiFQ9, dl -dvitdys. 

上 述 关于 坐标 的 田 线 积分 蒜 为 第 二 型 出 绕 权 分、 有 了 
这 定义 后 , 质点 兴工 移动 时 间 力 及 所 作 的 功 , 就 是 力 下 五 
上 的 第 二 型 曲线 积分 


机 -Pre art Qo, Way— | Prdl. 
当 积分 曲线 荆 是 一 封 阿 出线 时 , 习 昼 上 拒 积分 
| PastQay 


写成 $ PartQdy, 

当 函 数 Ptz, 引 、 介 (2, ?) 在 曲线 上 上 连 绪 , 或 除去 有 限 
个 点 外 连续 .有 界 ; 又 曲线 也 是 光滑 曲线 或 是 有 限 条 光滑 昌 线 
连接 而 成 (如 多 边 形 的 边界 ,这 种 曲线 称 逐 段 光滑 曲线 )。 这 
寺 第 二 型 复线 积分 就 存在 .并 具有 下 列 性 质 ， 


DCPaotQay) -| Pdz+Qay Cb 为 常数 )， 


2» [ {P14 Po) ds+ (Q,+Qa) oy 
-| Pidr+tQidyt | Prdor gdy 


3) 如 果 用 工 表 示 有 向 曲线 弧 五 、 Lz 合并 组 成 的 有 向 上 申 
线 弧 五 十 六, 又 设 五 , 除 孤 立 点 外 不 相 重 挝 ,那么 有 


| Pazt Qay-|, Part Qayt|, Pavt Qay. 
上 画 三 条 性 质 的 物理 意义 是 明显 的 ， 第 一 条 性 质 是 说 ， 
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当 力 的 大 小 增 天 直入 时 ， 则 作 功 也 增 大 具 倍 第 二 条 性 质 是 
说 , 者 质 点 移动 时 有 两 个 力作 用 在 质点 上 , 则 合力 所 作 的 功 等 
于 每 个 力 所 作 前 功 之 和 |， 第 三 条 性 质 是 说 ， 质 点 由 4 欧 动 到 
加 ,接着 又 由 如 散 动 到 C, 则 力 所 作 的 功 等 于 每 一 段 所 作 功 之 
和 . 

如 果 用 工 - 表示 与 工 完 全 重合 但 方向 相反 的 曲线 弧 .， 那 
么 在 工 与 上 有 同样 分 判 和 取 点 的 积分 和 中 ,其中 函数 包 
的 值 对 两 者 一 样 ,而 在 工 的 积分 和 中 号 的 是 小 弧 段 4-:4 的 
8 增 量 -w-1 及 Y 增 量 包 一 -1 在 I 的 积分 和 中 飞 的 频 
是 小 弧 段 贡 44-1( 注 意 曲 线 的 方向 决定 小 弧 段 的 方向 ) 的 少 增 
量 21 一 各 及 gg 增 量 纺 -1 一 既然 增 量 相差 一 个 负 号 , 因此 
整个 积 秀和 从 而 积分 值 也 相差 一 个 货号 , 扬 以 有 


for re, flo 


或 人 Pdz+Qay= 一 Paz+8d， 

这 表明 第 二 弄 曲 线 积 分 是 有 方向 性 的 ， 它 是 区 别 于 第 一 
型 曲 织 积分 的 重要 特征 ， 用 线 积 分 的 有 阿 性 与 作 功 的 概念 是 
一 致 的 ， 如 果 质 点 由 4 移动 到 召 时 , 力作 了 功 , 则 质点 由 
加 沿 原 路 移动 到 4 时 , 质点 就 看 克服 力 情 作 功 , 即 力 加 作 了 
负 功 . 

第 二 型 曲线 积分 的 有 有 向 性 ， 也 可 用 起 点 与 终点 次 序 来 说 
明 , 部 


[Part dy=—| Peetey. 
若 曲 线 为 一 闭 隆 , 这 时 起 点 与 终点 重合 ,只 能 具体 指明 工 的 广 
向 是 两 个 可 能 方向 中 部 一 个 方向 ， 只 吉方 向 不 变 ; 计算 闭路 
曲线 积分 时 .可取 团 路 上 任 一 点 作为 起 点 , 曲线 积分 的 值 与 起 
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点 无 关 ， 例 如 图 3-8 中 取 闭 路 中 4 为 起 点 及 妃 为 起 点 时 , 它 
们 的 积分 值 相 同 , 因为 有 下 式 成 立 ; 


| PazrtaQay 
MEA 


-| PortQayt| PartQady 
AWHE BRYA 


-| PirtQAyt | ,Petay 
-| Pie ldy. 
Ed 


BNAYB 
在 平面 情形 ， 我 们 规定 道 时 镍 方向 作 
为 闭路 的 正 向 ， 以 后 若 不 特别 声明 闭 
路 的 方向 时 ， 总 认为 积分 是 泊 财 路 正 
2 回来 取 的 , 俩 如 计算 曲线 积分 


i f Part Qay, 


开 为 一 圆周 ，oz 十 如 < 好， 则 技 上 述 约定 , 荆 的 方向 是 逆 时 外 
方向 ， 


号 .号 ”第 二 型 曲线 积分 的 计算 


在 平面 上 给 定 光 滑 曲 线 五 它 的 参数 方程 为 ; 
和 
yD, 
设 参数 i 一 a 对 应 于 起 点 4, 参数 t 一 上 对 应 于 终点 了 , 假定 参 
数 增 大 的 方向 与 曲线 的 方向 一 致 , 别 场 向量 
T= (oh, y Ch), 
与 划 线 无 的 方向 一 致 . 
现在 讨论 曲线 积分 
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(esti) 


fsP te, Diaz+@te DW 
的 计算 ， 我 们 把 它 理 全 成 术 力 所 人 的 功 . 先 把 区 间 [a, 外 分 
成 % 眉 ,要 应 地 把 浊 级 天 4 庆 分 成 m 段 ， 取出 典型 的 一 自 进 
行 分 析 ， 因 下 >>0, 有 各 小 本 线段 下 的 主要 部 分 , 或 弧 位 条 的 
向 元素 基 | 
= CoD, YO), 
相应 地 力 在 如 上 所 作 功 J 的 主要 部 分 为 
AaW [LP ot), gC) mC) + QD), yO YY I, 
所 以 所 水 的 功 为 
w= | Eee yw +Q GD), yO OI 
由 于 不 管用 什么 方 汪 求 得 的 为 应 该 一 样 , 即 有 
[Pas+Qon =| [P(tD), yO)e CD 
8 OY 的 14 
这 就 是 曲线 积分 的 计算 公式 ， 
车 参 数 1=a 对 应 于 终 品 B 参数 ;一 对 应 于 起 点 4 这 
时 参 将 增 大 的 方向 与 指定 曲线 的 方 回 正好 相反 。 为 此 考 虞 虽 
线 五 = 五 4, 对 曲线 了 34 来 说 , 参数 增 大 的 方向 与 由 线 的 方向 
一 至, 四 此 由 上 面 讨论 知 
1 irr 
-GO ye + QD, yO Y (OI, 
由 第 二 型 线 积分 与 定 积分 的 有 向 性 , 即 得 : 
| Padz-HQoy 


人 PC) 的 +9cG yy OI, 
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可 见 ,把 第 二 型 线 积分 化 为 定 积分 时 , 被 积 画 数 中 的 2、y 
8 用 曲线 的 参数 方程 代入 ，de, gg 用 
人 Dt， (DG 代入, 然后 把 与 起 
点 对 应 的 参 狼 作为 下 限 、 与 终点 对 
应 的 参数 作为 上 隐 即 成 。 
1 例 11 计算 积分 
va 与 | 可 
图 39 其 中 工 基 以 康 点 为 起 点 . 以 (1, 41) 
版 为 终点 的 搜 物 线 y= 字 孤 ( 图 3-9). 
解法 一 ， 把 “看 成 参数 ， 起 点 对 应 于 s 二 0, 终点 对 应 于 
zw 一线 所 以 有 
| .Vyas 上 Fao-| ae- 去 
J .vz VF ade= a dv=2. 
解法 二 ， 把 看 成 参数 , 则 曲线 荆 的 方程 为 < 一 MV ,起 
点 对 应 于 % -0, 终点 对 应 于 gy 一 1, 所 以 有 
[vya=[ Vy -二 


2vy 2° 
jr -J Vow ， 
{ 例 3 计算 曲线 积分 
| sartya 
其 中 天 z* Fa2( 图 3-10). a 
解 ， 取 工 的 参数 方程 为 ; L 
| T=&%c0g0, 
ly -asing, 图 3-10 
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当 旭 出 0 增 至 2m 时 ,与 王 欧 正 向 一 致 ,所 以 有 
[odotydy 


= faeos9 (~asnd) tasing. (eo ldy=—0, 


这 题 可 以 给 它 一 个 物理 解释 ， 当 质点 沿 图 周作 逆 时 针 移 
动 时 , 它 受到 一 个 力 加 
F=vityi 
的 作用 ,在 加 周 的 每 一 点 ke, 中， 力 蔬 就 是 该 点 的 向 径 ( 即 原 
点 至 该 点 的 向 量 ), 所 以 得 一 时 刻 力 下 总 与 质点 的 位 移 垂 直 ， 
故 作 功 为 零 . 
[ 鲍 引 计算 曲线 积分 
二 Cyd (dy, 


其 中 工 为 1) 折线 O4B; 3) 直 
线 眉 08B( 图 3-1D. 
解 ， 巧 


tt 由 
一 | 


+ {td ey, 
坷 线 耻 04 的 方程 为 yt 起 虞 对 应 于 50， 终点 对 应 于 
ce 了 所 以 
| 的 和 + 他 一 9 曙 


-| [e+ 四 + 四 四 加 各 


直线 眉 4B 的 方程 为 8 一 一 5 士 2 起 点 对 应 于 % 一 1, 终点 对 应 
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于 23=2 所 以 
1, Gt) a Cr dy 


= {tt e+) + 2+ (ld 


-| 2 2 二 2)2dz 一 | 


因此 dt 
2) 直线 自 08 的 要 数 广 各 为 
TD 0cv<2 
{yo (sos 对 
所 以 人 ar 四 本 


> 8 
= 人 [e+ (2 一 0 .0]dz 一 时 


这 例 说 明 , 易 线 积分 的 值 不仅 与 上 路径 的 起 点 和 终点 有 关 ， 
还 与 路 径 本 身 有 关 , 当 路 径 不 同时 (尽管 有 相同 起 点 和 终点 )， 
1 积分 信 可 以 不 等 . 

BU) I 人 鲁 和 计算 曲线 积分 

| 27y dont wdy, 


其 中 五 为 1 抛物 线 y= 字 从 00， 
0) 到 8B(, 1) 的 一 段 ; 多 抛物 线 
z= 从 O00, 六 到 8(1, 1) 的 一 
图 3-12 段 ; 3 胸 折 线 04B, 0, 4#、B 三 
点 的 坐标 依次 为 O00, 0), A(C1, 0),， BC 1) (图 3-12)， 
解 ，1) 

1 1 
dot dy | (Cr du 一 | dr de= 3s 


ol 


一 268 一 


1 
2» | 2xy drt rdy = yg 2y + dy 


| 


Boys dy=1; 


0 


2ryar ta dy 


1 
PAE 


2; es |, 2 
| zy dr wr dy | smart+s dy 


-| (2z.0 二 oa.0) oz C21ep0+ 1 Gy 


丫 
=| an 
a 


这 例 沈 明 , 对 有 些 函 数 卫 (z, 四、Q(w, 仍 , 它 们 的 曲线 积 
分 值 与 路 么 的 起 点 和 终点 有 关 ， 而 与 如 州 连接 起 点 利 终点 的 
路 径 本 身 无 闫 , 以 后 我 们 还 要 详细 地 讨论 这 个 问题 , 

【 合 轩 ”计算 曲线 积分 


—ydrirady 
lr 十 六 7 


其 中 工 为 ; 2 一 a 
解 ， 工 的 参数 方程 为 
{ 


y=asind. 
当日 由 0 增 至 2w 时 ,与 曲线 工 的 正 向 一 致 ,这 以 有 
| ydrt edy 
Lo 
-| (asing) (~asinO) acosfgc0sb yg 
o a 


2 
-| qd0 = 2r. 
站 


这 例 说 明 , 可 以 利用 曲线 的 方程 对 被 积 函数 进行 简化 . 如 
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例 中 分 母 可 以 直接 换 成 6%， 并 提出 积分 号 之 外 ， 只 要 对 被 积 
函数 中 所 和 刹 部 分 求 积分 邵 成 . 
本 小 车 申 以 上 的 讨论 对 空间 曲线 积分 同样 活用 ， 设 给 定 

空间 曲线 工 的 参数 方程 

人， 

2 -3 的 ， (astsB) 

?二 2(. 
参数 i 二 =& 对 应 于 起 点 , 参数 = 对 应 于 终点 , 则 曲线 积分 的 
计算 公式 为 

| ,PartQdyt Bee 


=| [Peel), 0), sw 


TO), yD, zy CD 
+ Rs), yO), st))2 C0) lat. 


人 .3 两 种 类 型 曲线 积分 之 间 的 联系 
第 一 型 与 第 二 久 曲 线 积 分 , 从 它 们 的 定义 来 看 是 不 同 的 ， 
然而 它们 都 是 沿 若 线 积分 ， 侈 才 
之 间 又 有 密切 的 关系 ， 我 们 可 以 
把 一 个 第 二 型 曲线 积分 化 为 第 一 
弄 曲 线 积 分 ,反之 也 一 样 . 
设 给 定 第 二 型 曲线 积分 
| Pearrete yoy, 
晶 线 三 的 方向 直到 BC 图 3-13) 
图 3 册 工 的 方向 可 以 决定 曲线 荆 在 
每 一 点 fx, 的 的 切 向 量 了 D， 记 该 切 宙 量 的 方向 余 驴 为 
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Costt, 的 ，6os( 的， 
下 图 3-13 看 出 , 弧 微分 吗 与 de、dy 有 关系 式 : 


笃 -oas 人 加 ， 芍 -ea 地 功 ， 


所 以 让 
上 Pazt Qay=|, LP eostt, 2) +Q@o0slt, g)]al, 


这 就 把 关于 坐标 的 曲线 积分 ， 变 成 关于 弧 长 的 曲线 积分 ， 我 
们 知道 ,第 二 型 曲线 积分 是 有 方向 性 的 , 当 工 下 变 方向 时 积分 
值 相应 蛮 变 号 ,而 第 一 型 曲线 积分 是 无 方向 性 的 , 这 类 是 否 有 
矛盾 呢 ? 其 实 不 然 , 当 曲线 改变 方向 时 , 曲线 的 切 向 证 也 随 之 
改变 方向 ， 因 而 切 向 量 的 两 个 方向 余 孩 也 与 以 前 的 相差 一 个 
负 号 , 所 以 当 工 改变 方向 时 ， 上 式 右 端 也 相应 产生 一 个 负 导 ， 
所 以 等 式 仍 成 立 ， 

确切 地 说 , 如 果 上 式 右 端 把 卫 (z, 力 、@(o 9) 看 成 被 积 
沙 数 , 它 仍 是 第 二 型 由 线 积分 .如果 把 了 cos(t, z) 十 cos(t, 9) 
看 成 被 积 函 数 , 则 它 是 第 一 型 曲线 积分 、 所 谓 把 第 二 型 曲线 
积分 变 为 第 一 型 曲线 积分 , 是 对 不 同 的 被 积 函 数 而 言 的 ， 


习题 二 
1， 求 下 习 曲 线 积分 : 
D | mi-a 轴 
其 中 了 工 是 联 楼 00, 0) 与 40, 了 ) 的 可 直线 9 一 二 抛物 线 
gr 四 拢 构 线 了 六，d) 立方 拥 物 线 y 一 芭 ; 
2 {~ae+ 2ey dy, 
其 忆 了 是 联接 069, 0)，4(, 1) 的 家 线 朗 ，D 联接 0C0， 
0), BO0, DD， 4Q, 的 折线 股 ,0) 是 联接 0C0, 从 , CC, 只， 
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所, D 的 拆 线段 ; 

3) | GP+2r dr xy+ zo) dy, 
其 中 工 同上 题 ; 

9 [2p ty ar) ey, 
其 中 工 汶 抛物线 y 一 7 一 1<t 世 DDD; 

hetiart Cm — yy, 


2 2 
其 巾 工 是 和 + 姑 - -1; 


0 J ,Qa -wa + 


其 中 i 荆 沟 搜 线 < 一 qtt 一 sin1), y 一 4(1 一 os 直 (0<t<20); 
7 [Cole Peso eek DL 
五 于 本 ， 
Ls 4 


3) 下 dr tay 


EE 
共 中 A480DA4 为 以, 人 )， BO, DD), C0(-1, 0), DO, -DD 
为 项 点 的 正方 形 的 浏 路 ; 
9) siny Wetsingy, 
44B 为 介 于 点 4 人 mm) 和 点 (49, 0) 之 间 的 直线 段 ; 
| zdy — yr de 
LS 
工 是 星 形 线 一 a 8o8t，y 一 48in3t 自 点 (4, 全 到 点 BO, 四 
的 一 段 . 
2- 计算 下 列 曲线 积分 ; 
1 J ty dy rrdz, 
共 吊 工 是 3) 联接 00, 0, 0 与 4 1, 了 的 直线 段 ， 由 联 
接口 (5 0, 09), 吾 届 0, 0) ，CG 1 人), 4 1, 1) 的 折线 段 ; 
2? 上 as 二 ta 


10) 
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其中 五 为 螺 线 的 一 段 ; XY 一 acost, y 一 asint, 3=bi(0<i<27); 


3) 


[ OE yd 
: 


工 汶 i OD 


| 
其 中 上 


J -ae yt (一 的 人 
为 球面 到 十 太 二 如 = 二 在 第 一 卦 限 部 分 的 边界 线 , 方向 


出 点 40, 0, 中 至 B00, 1, 0) 性 至 O00, 9, 力 ， 


[提示 : 


分 成 三 个 线 积分 米 考 十, ] 


第 三 沼 ” 第 一 型 曲面 积分 


3.1 第 一 型 曲面 积分 概念 
设 有 一 不 沟 匀 的 曲面 形 物 件 ， 它 在 空间 所 占 前 位 置 为 一 


曲 画 六, 在 号 


处 前面 密度 为 plx, y, 为 ， 画 
数 pls, y, 在 8 上 连续 ， 我 
们 前 问题 是 要 求 这 划 面 形 物 件 


音质 量 开 . 


我 们 用 咏 上 的 曲线 网 把 总 
分 成 4 个 小 决 , 记 作 4584Ci=1, 


2，…, m) 5 同 


上 任 一 点 (2,y, 2) = 


人 


村 也 用 这 些 记 号 ? 


洗 东 小 块 移 面积 ), 当 每 一 小 块 到 34 
48, 充分 小 时 ，48, 上 的 面 密 记 pz, y, 2) 近似 看 成 不 变 , 并 
等 于 49, 上 某 一 点 (os 如 处 的 值 (图 31 区 ,从 而 这 一 小 


焉 .48 的 焉 


近似 等 于 


办 此 得 


PE Ts £1) 45,, 
Mp 2 C0 
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为 了 得 到 准确 值 ， 今 各 小 块 都 收编 成 一 点 ( 记 你 48 
下 六 ,对 上 式 原 极限 , 即 得 
N= im, By plés oo 加 4 
定义 设 西数 了 Cz, y, 2) 在 可 求 信 积 的 曲面 号 上 定 闵 ， 
把 曲面 及 分 成 m 个 小 其 48; G1 2,…, 号 (同时 也 用 它 玫 
示 小 块 的 面积 又 〈# mm 名) 为 48: 上 任意 一 点 ,车 极 限 
lim fCé oo £48, 


存在 ， 则 称 极 腿 值 为 记 数 了 (xz, y, *) 在 曲 面 S 上 的 第 一 型 
而 积分 , 记 作 


| re we aas. 


# 
这 里 了 (wy, 纺 叫 司 被 积 函 数 , 思 敌 积分 曲面 。 
按 定义 ， 水 均 名 其 面 形 物 件 的 质量 于 ， 等 于 面 密度 函数 
flo, 纺 功 在 号 上 的 第 一 型 曲面 积分， 
到- fw aa8. 


6 


当 六 为 一 封闭 曲面 时 ,习惯 上 把 了 Ge 5, 引 在 S 上 的 第 一 
型 曲面 积分 记 作 


$f, mp aas. 
3 
[ 例 1 计算 曲面 积分 


aas, 


其中 入 为 球 攻 :地 十 护士 一 0 
解 ， 丰 于 积分 由 面 训 关于 z 平面 对 称 , 被 积 本 数 是 «的 
容 范 数 ， 采 用 关于 好 平面 对 称 的 分 割 利 到 点 ， 可 以 出 定义 看 
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出 
$ 208 一 0. 


第 一 型 曲面 积分 有 下 询 性 质 ， 
D afc, ww das-# | [fcr, y, Da8 (为 党 才 ); 


E3 


习作 re yo gle, &, DIds 


-jf fv, yy, Das+|| ye, yy, aS, 


3) 如 果 用 尽 胡 示 晤 面 , Ss 合并 组 成 的 此 面 片 Su+ 8， 
又 S84, Ss 除了 有 限 条 线 外 不 相 重 近 ,那么 有 
|r aa8-||7ew Das+|| ee, y, das. 


E33 A Be 
在 第 一 型 曲面 积分 的 定义 中 ， 积 分 和 中 每 一 项 是 函数 在 
点 CE, m，50 处 的 值 乘 以 49, 因为 面积 48, 总 是 大 于 零 , 所 
以 第 一 型 曲面 积分 是 无 方向 性 的 积分 . 
注意 在 巾 面 积分 定义 中 , 我 们 变 求 则 看 总 是 可 求 出 面积 
《 即 面 积 为 一 有 限 信 ) 欧 曲面 ,如果 仅 只 是 一 张 连续 曲面 , 则 
不 能 保证 它 的 面积 为 有 限 值 。 例如 区 间 [0, 力 上 的 连续 沙 数 
Min(tL+o) eos 亚 ， 光 区 人 0; 
| 机 
0， ~»=0, 
线 « 轴 旋转 所 得 的 曲面 为 一 连续 曲面 ， 幅 本章 第 一 节 知 道 这 
有 曲线 与 y= 一 VIn(l+2), y= MinCQL+%) 相 接 触 的 高 度 依 
次 为 : 
Vig, ya, ft, 
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这 些 高 度 线 段 旋 转 后 为 一 系列 圆 盘 ,其 面积 分 别 为 
=mdfD,shfl + 二 zn (+ 二) 本 

由 直观 看 出 , 若 旋转 曲面 而 积存 在 , 则 应 火 于 各 高 度 线段 旋转 

所 香 圆 盘面 积 之 和 ,而 后 考 为 一 无 限 大 , 故 曲 面 面 积 不 存在 . 


号 ,了 ”第 一 型 曲面 积分 的 计算 
设 曲 面 S 由 参数 方程 
fw- ni 
BA 
3 一 go V), 
给 出 ， 画 数 zf 只， yt 区，2(w, 吉 在 如 平面 区 域 人 上 
连续 可 微 , 令 
A TC DR 执 


了 
并 设 在 A 上 有 4 十 环 十 2 关 0， 圭 面条 件 保 证 了 时 面 &8 在 


每 一 点 有 法 向 其 


n= (A, B, 0) 

存在 , 自 法 向 量 和 连续 转动 ,这 种 直面 我 们 称 为 光滑 曲 耳 ， 由 第 
二 章 第 五 节 知 光 滑 曲 面 的 面积 一 定 存在 ,并 可 表示 为 
SB dudo. 


时 


现在 我 们 把 要 求 的 曲面 积分 

jr, wm Das, 

我 们 可 以 把 它 想 象 成 日 面 形 物 件 的 质量 f， 先 把 区 域 人 
分 城 许多 小 逢 形 ， 相 应 地 把 山 面 全 分 成 许多 小 决 ， 任 取 一 所 
449 进行 分 析 , 这 一 个 块 面 积 的 主要 部 分 或 西 积 策 元 为 
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dS= V 天 十 Ge dvdy, 
所 以 这 一 小 块 48 的 质量 4 的 主要 部 分 为 
aM = E(u, 0), Yu, o), zfu, 他] VAT ETO du do, 
因此 


wl)) [ee v0), glu, o), tr, WI A+ B+ OTdudo, 


由 于 不 管用 什么 方法 求 得 的 质量 应 该 一 样 ， 凤 得 曲面 积 
分 计算 公式 ; 


中 re y, HAS 
-fe os WU, 有 ,zw 9)) VAL B+ Odudy, 


可 见 ， 只 朗 把 被 积 锋 数 中 的 人 y, 2 用 昌 面 的 参数 方程 代 
入 ,把 面 积 微 元 8 用 ~ 再 十 夯 十 于 qdudv 代入, 轩 可 把 出 面 
积分 化 为 二 重 积分 . 
者 曲面 驴 的 方程 出 
2 一 2 的 


” 给 出 ， 且 项 数 xs, 外 在 区 域 卫 上 连续 可 微 . 这 时 我 们 可 把 


它 看 成 参数 方程 的 特殊 情形 , 只 是 其 中 参 变 数 为 &. yp, 浙 以 
d= BCy, 0D) B= (9, 2) 2 O= Og, 2 1 


Hoo) Bm Be 
VT VITT， 
因此 ,这 时 须 茄 积分 的 计算 公式 为 ， 


lg ft, y, ZA 
i y, (2 WV TF Te dedy, 
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【请 2 计算 申 面 积分 
| | (22+ + 2 a 
其 中 局 是 球面 : e 二 十 一 0 


解 ， 由 被 积 函 数 与 曲面 的 对 称 性 ， 所 求 积分 等 于 两 异 上 
半球 商 态 上 的 积分 , 即 


中 (t= :上 (+ 护 十 2 


因 六 的 方程 为 


sz 一 ME, 
rr 一 人 1 yy 

从 而 mE 

所 以 68= TIT 二 琛 二 于 四 四 = 一 0 人， 
NO 


曲面 总 在 苞 平面 上 前 投影 区 域 刀 为 到 十 妨 <<a2 由 曲面 积 
分 计算 公式 得 


etrees 

-| (2 十 久 十 中 一 名 一 的 TO dy 

-| Vo— a = pi -| of rr 

一 To | — wa [DM a = de, 
所 雇 er +t) aS = dg, 


这 题 若 利用 则 面 的 方程 式 先 将 被 积 函 数 化 简 ， 其 结果 立 
即 可 得 
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i 0+) dS = a | dS 一 Ga2 dra — drat, 
g 


【 例 引 计算 曲 而 积 人 区 
[fe as, 


其 中 8 为 球 出 22 十 轨 -| 六 一 22 
解 ， 记 上 半球 面 为 S, 下 于 球面 为 Ss，5 的 方程 为 
~at MR, 
由 上 题 知 be 大略 轴 ， 
得 利用 其 面 方程 ,对 被 积 函 数 化 简 得 , 
J Cot) dS = | 2ardS 


By By 


-~ | | anG-ads+ || 6288 


上 式 是 对 被 积 函 数 加 减 一 数 262, 其 积分 值 不 变 。 对 上 述 等 式 
右 端 的 两 个 星 便 积分 分 别 计算 , 可 得 


erpraas 
外 
一 yp ; LAN 
一 | 2c(z 一 四 dzdy+ 站 2aaS 
veya EB 
= 2ardzdy+ [| 28208 
mns BR 
=2a% md? + Da Dra? — rat, 
同 理 可 得 
fe + de da DR = Bro, 
Ne 
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所 以 1 er + = Bo 


【 例 和 计算 曲面 积分 
Ea 


全 -入 
解 ， 利 用 曲面 的 参数 方程 来 求 积 分 ， 杭 球面 的 参数 方程 
为 : 


其 中 站 为 机 球面: 


w—gsinpoosd, 


ybsingasing, 


#=6C089. 
而 参数 p, 8 的 活动 范围 和 为 ; 0<p<s 与 0<9<2w， 这 样 
4= 说 号 DE —besin? geosb, 
一 0 四 = ~—acsin’ ysind, 
a . 
0O= 3 办 = —&b sin g cos p, 
所 以 
dS aboy ago 全 1 sin SE 十 Co sinpdg do, 
另 一 方面 , 被 积 画 数 为 
2 号 
+ 
J/ inipcosd sinipsinid com 
es Bb TT 
因此 可 得 
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2 
| oze( 琶 2 PP O08 2 Sim 3 OO 2) singdbdp 
eS 
-人 oo 人 abe (于 ood | sin* sin*0 | oo08 52 
0 | 0 人 
"sinp dp 
一 (人 4eom0 48nd 2 
qo ale( B07 383 1 Br) 9 
_4 1 1 1 
一 可 rgbe (去 + 二 + 六 ) 


如 局 第 二 章 第 并 节 ， 现 在 我 们 可 以 求 一 曲面 形 物件 对 其 
外 一 点 卫 (zo, gw, 20) 处 单位 质量 的 引力 . 若 曲 面 形 物件 的 面 
密度 为 pCz, y, *), 则 引力 的 三 个 分 量 为 (图 8- 的 


Pk [| 2 eds, 
EE 


P.-E plz, Y, 2 as, 


局 


rE)| Pl, 名 加 {2—20) as. 


其 中 下 为 比例 常数 ， r= 二 Vt 一 zo) 二 一) 二 G6)”. 
【合葬 求 密度 为 p 的 均 
名 球面 ， 人 ?十 护 十 开 = RB? 对 位 
于 了 C0, 0, 站 QR) 处 单位 质 
量 的 引力 (图 3-16)， 
解 ， 虫 对 称 性 知 
Fs= P=0, 
故 只 需求 分 量 ,而 


P(mr hs to) 


mo). 
我 们 用 参数 方程 来 求 此 面积 分 ， 因 
球 呵 的 参数 方程 为 : 
X= Ronyceostd, 
[ere 
2= ROS Pp, 
参数 变化 区 域 A 为 
Oper 与 0<0&27, 
又 在 
0D) 


Bp) — Bisin peos0, 
-3 分 ~—— Rsin’psing, 
-3 有 ~ — Rsin g cosp, 
所 太 QS = R'sin poe dy. 
男 一 方面 , 被 积 艾 数 为 
Z 一 ! Roosp—! 


[TCU (OPT-IN 
洒 此 


Roosg—i poe 
™ zz 站 7 


=2xR < (Roosp—D sinpdp 

38Ep | 全 和 on gy 

rEp, [~ 敲 人 (Beosp- 人 
"dB" + -2B1008D 
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Reosg—i 
B+ —2Bosy io 
LL I 下 人 如 (下 ons) ] 


~ RP—2RIe08g 


_ 1 Rt 
2r8Ep |- 击 二 “I 


=27RKp. [ 部 


-站 Bt, .22 00s gs 


j 


_ Fi, Bi AR, | 
2rB Ep| + mH ‘| 


| -ee 当 1>， 


“lo, 当 0 一 [一 屎 . 
结果 表明， 当 质 点 卫 位 于 球 内 时 ,不 受到 球面 的 任何 引 
力 ; 当 质 点 卫 位 于 球 外 时 , 质点 所 受到 的 引力 与 把 球 画 的 质 
量 4tR?p 侠 部 集中 到 球 心 时 , 质点 卫 所 受到 的 引力 一 祥 ， 


习 题 三 
1, 计算 于 询 曲 面积 分 : 
DD J 人 tyrD45, 8 为 则 机 只 To 四 与 党 [起先 和 


用 对 称 性 化 简 ,] 


2) farrya8, 8 为 立体 VT 总 <x<1 的 边界 ;[ 提 示 : 8 由 


> 


锥 向 太平 而 组 成 .] 


3) 驴 为 四 硬 体 ，z5 十 y 十 #1 与 4>0 与 #30 与 


[ As 

上 《二 十 的 2 
2z20 的 边界 ; 
ytwe av)aS, 8 为 回 锥 而 2 一 VHT 灵 被 曲 而 坟 2 
| 


4 


本 1， 

1 了 4 如 

yy 3 一 283 一 
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2az 所 割 下 的 孝 分 ， 
计算 下 列 出 面 有 分 ; 
5 2 ， 凡 为 温 诈 出 和 = 让 co3m。 yt 3 一 OO 


mm 


0< ev 27) 的 一 部 分 : 


2) 有 #3 9 当 贺 维 相 面 f==p cos 9 sina, gp in 9sino, #=pn0Sa 
8 


p<a, 0<0<2a) 的 一 部 分 , 共 中 a 为 党 数 (0<a< 持 ). 
全 天 护 = 形 与 0<e<h 对 基点 处 单位 质量 的 引力 


本 匣 
Wu 第 二 型 曲面 积分 “hh 


MA: UE 
好.1 曲面 的 侧 


党 二 型 出 而 积分 是 有 方向 性 的 积分 。 但 曲面 的 定向 要 出 
上 曲线 的 定向 复杂 得 多 , 一 条 曲线 总 可 规定 一 方向 ,而 曲面 能 否 
规定 它 的 方向 , 怎么 规定 它 的 方向 , 都 不 是 明显 的 事情 , 需要 
加 以 专门 的 讨论 . 

在 日 常生 活 中 ,我 们 记 见 到 的 曲面 总 可 以 分 出 它 的 两 面 ， 
如 一 张 纸 , 我 们 可 以 谈 它 的 上 面 与 下 面 、 前面 与 后 面 . 正面 与 
反面 等 . 一 件 农 服 , 我们 可 以 讲 它 的 外 面 与 里 面 ， 这 就 是 说 , 
一 个 曲面 总 可 以 分 出 两 市. 对 于 有 两 侧 的 曲面 , 若 用 颜料 来 涂 
这 个 曲面 , 我 们 可 以 使 曲面 的 一 市 涂 上 一 种 颜色 ,曲面 的 另 一 
但 涂 上 另 一 种 颜色 ,而 这 两 种 颜色 永远 不 会 磁头 。 所 以 我 们 
可 用 不 同 的 颜色 来 表示 出面 的 两 侧 , 

那么 是 各 有 不 能 分 出 两 侧 的 曲面 呢 ? 庙 的 , 所 调 去 比 乌 斯 
带 就 是 单 侧 曲 面 的 一 个 典型 例子 . 去 比 乌 斯 带 和 构造 如 下 , 将 长 
方形 纸 条 4BCD 先 氛 转 一 次 , 然后 将 与 DD, 太 碌 与 避 糙 食 
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起 来 ( 医 8-17)， 椅 成 的 环 带 即 为 卖 比 乌 斯 带 ， 这 个 环 带 就 是 
一 单个 曲面 ， 要 想 分 出 
它 的 正 、 反 两 面 那 是 第 
劳 的 ， 因 为 车 用 颜料 涂 
这 个 环 带 ， 可 以 不 越过 
带 的 边缘 而 涂 饥 带 的 全 
部 

上 曾 对 曲面 的 侧 只 
是 一 种 直观 的 描述 ， 怎 图 3217 
样 砚 切 地 定义 曲面 的 侧 呢 ?在 曲线 情形 , 我 们 用 起 点 和 终点 来 
规定 曲线 的 方 血 , 也 可 用 曲线 的 切 向 量规 定 曲线 的 方向 。 对 
曲面 自然 想到 用 法 向 量 米 规定 由 面 的 侧 ， 我 们 再 来 分 析 一 下 
卖 比 乌 斯 带 的 特点 , 设 取 定 4B 线段 的 中 点 No， 并 到 定 MM。 
处 法 问 量 的 一 个 朝向 ， 当 动 点 四 从 Mo 出 发 ， 沿 带 的 中 线 运 
行 时 ,法 向 晤 的 方向 也 连续 地 变动 , 而且 你 持 每 一 时 刻 都 是 曲 
面 在 M 点 的 法 向 量 ， 当 对 循 行 一 轿 双 加 到 Mo 时， 可 以 发 
现 最 后 的 法 向 量 朝 向 与 出 发 时 的 法 向 量 朝 向 正 好 相反 。 而 双 
贡 曲 面 喜 找 不 出 这 种 点 Wo 和 这 种 过 M6 的 六 路 ， 使 法 向 量 
由 ae 出 发 循 行 闭路 一 圈 后 又 回 到 Mo 时， 其 朝向 正好 相反 
这 样 我 们 就 有 下 列 定义 . 

定义 “给 定 光滑 曲面 8, 对 8 上 任意 一 点 Mo, 并 取 定 Mo 
点 法 向 基 的 一 个 方向 ， 对 于 瑟 上 任何 一 条 过 Jyo 是 不 越过 六 
边缘 的 半路 工 ， 当 动 点 从 Mo 出 发 沿 工 运动 时 , 使 斑点 的 法 
向 量 方 向 连续 地 变化 , 车 M 点 加 到 Mo 时 ,法 向 量 的 方向 与 
出 发 时 方向 相同 ， 则 称 曲面 为 双 合 曲面， 否则 称 为 单 仙 曲 
西 ， 

对 双 侧 曲面 总 在 点 Jo 处 的 法 向 量 朝向 取 定 后 , 任何 其 
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它 点 和 ;处 的 法 商量 朝向 ,可取 为 由 点 放 。 处 法 向 量 朝 向 连续 
变 来 的 方向 ， 所 以 点 型 ; 处 法 向 量 的 朝向 也 随 之 而 定 ， 因 为 
动 点 好 从 M6 出 发 , 不 管 沿 
S 上 什么 曲线 运动 到 到, 所 
得 的 法 向 量 朝 向 应 该 一 样 - 
如 果 动 点 可 分 别 消 瑟 与 西 
运行 到 对 + 所 得 的 法 向 量 朝 
图 3218 订正 好 相反 《图 3-18), 则 考 
虑 由 办 ;出 发 的 闭路 五 十 Fe， 当 动 点 出 MM4 出 发 又 加 到 对: 
时 , 最 后 法 向 量 的 朝向 与 出 发 时 的 法 向 量 朝 向 正好 相反 , 这 与 
是 一 双 例 昌 面 的 定义 矛盾 . 所 以 对 双 侧 时 而 ,只 要 取 定 一 点 
的 法 向 基 朝 向 ,其它 各 点 的 法 向 量 朝 向 也 随 之 而 定 . 
怎么 具体 来 取 定 曲 而 的 便 或 时 面 的 定向 呢 ? 设 曲 而 点 出 
方程 


z=2(%, 
给 由 ， 函 数 在 厂 上 有 连续 的 入 导数 ， 由 第 一 章 第 四 节 短 曲面 
法 向 量 为 


如 一 土 (一 拘 ， 一 徊 ,1)， 
车 要 表示 曲面 六 的 上 侧 ， 这 时 法 向 量 辣 向 上 ， 即 第 三 个 分 量 
应 大 子 零 , 所 以 取 “ 二 "号 得 到 的 法 向 量 
纤 一 《一 和 一 为， 1)， 

邯 才 示 归 面 8 的 上 例 ; 若 要 表示 是 商 8 的 下 制 ， 这 时 法 向 最 
应 向 下 , 即 第 三 个 分 量 应 小 于 零 , 所 以 取 “ 一 ”号 得 到 的 法 向 量 
四 二 (多, 为， 一 了 

即 才 示 胆 面 8 的 下 例 , 
设 曲 醒 8 由 参数 方程 
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了 一 汪 人 2 的 ) ， 
We 四， 
32 Y) 
给 出 , 孟 数 在 ww 的 区 域 入 上 连续 可 微 , 令 
A Gy, 四 B= 站 人 区) 0= BC%, WY 


Go 2)’ Olu, v2 t,o)? 
出 第 一 章 第 五 节 知 曲面 态 的 法 向 量 为 ， 
n= 土 (4, B, ON. 
者 要 表示 曲 耐久 的 外 侧 ， 只 辈 任 取 避 上 一 点 ,根据 外 删 时 该 
点 法 向 量 的 某 一 分 量 应 大 于 有 零 还 是 小 于 零 ， 即 可 决定 正 负 号 
的 选取 . 


栋 . 乙 ”第 二 型 曲面 积分 概念 


划 双 便 曲 面 ,我们 可 以 建立 第 二 型 曲面 积分 的 概念 

设 河水 在 河道 内 流动 ， 河 道内 每 一 点 都 有 一 水 流速 度 向 
是 六 (z, gy, 区 ,在 河道 内 不 同 的 点 , 水 流速 度 向 量 的 大 小 和 方 
向 可 以 不 同 。 设 河水 流动 是 稳定 的 ， 即 各 点 的 水 流速 度 不 随 
时 间 而 变化 。 在 上 述 假 定 下 , 设想 河道 内 有 一 双 侧 曲面 3, 我 
们 的 问题 有 要求 河水 流 过 曲面 的 流量 . 

首先 取 定 曲面 的 一 便 , 即 项 面 两 个 法 向 中 的 一 个 方向 , 以 
这 个 方向 为 标准 ， 当 水 流速 度 与 取 定 的 法 向 量 夹 角 小 于 90” 
时 , 流量 算 作 正 的 : 当 水 流速 讼 与 取 定 的 法 向 量 夹 角 大 于 90” 
时 ， 流量 算 作 负 前 、 这 样 一 来 ， 流 过 8 的 流量 就 有 明码 的 洱 
义 . 显然 ,车 六 为 一 封闭 曲面 , 不 管 取 咏 的 内 侧 还 是 外 侧 , 总 
的 流量 一 定 为 零 . 若 8 为 一 非 圣 闭 昌 而 ， 这 时 流量 9 是 客观 
存在 前 .但 怎么 求 出 9 呢 ? 

”为 此 我 们 把 曲面 8 分割 成 许多 小 掺 ， 记 为 45,(i 一 1 3， 
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…, 入 ( 同 时 也 用 这 些 记号 去 示 小 块 的 面积 )， 当 49, 图 形 充 
分 小 时 , 近 伏 可 以 把 它 看 成 一 小 块 平面 , 速度 向 量 六 (z, gy, 他 
也 可 以 近似 认为 在 48 上 为 一 常 向 
量 ， 并 计 AS: 上 任 一 点 (&, Ty £0 
处 的 什 

P= VE, mh 6) 
者 示 这 个 常 向量. 这样 单位 时 间 只 
流 过 48, 的 水 量 形成 一 个 以 48, 为 

图 9 底 ， 以 (6 qs 名 的 长 座 为 斜 离 
的 斜 柱 林 (图 8-19). 设 水 的 密度 为 并 志和 为 点 (， 7 
处 的 按 曲 面 规定 方向 的 单位 法 向 量 ， 则 单位 时 间 内 流 过 4 
的 水 量 近似 为 

密度 x 体积 =1x 底 x 高 =4Si (TH) 
一 LMC hy Ee) “TAS, 

羊 位 时 同 内 流 过 旧 面 8 的 流量 g 近似 为: 


4= 福 PE, mh, 5 AS. 
为 了 求 出 准确 值 , 令 14S|-*0, 对 上 式 到 极限 , 即 得 
= lim ba VE, mp 6 "he A 


Nagl 0 4=1 
在 其 它 问题 中 也 会 时 漳 美 似 的 家 限 ， 所 以 我 们 引进 下 面 
的 定义 ， 
定义 ” 设 给 定 光滑 (或 逐 片 光滑 ) 的 双 侧 曲面 S, 并 取 定 
曲面 及 的 一 侧 , 用 单位 法 向 量 
R= (Casa, 08 8, 005 7) 
沪 表 示 绽 定 的 侧 . 叉 在 出面 六 上 给 定向 量 函 数 
F(z, y, Pe, ys OL, 加 2 FH RCE, y, 2)k, 
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把 曲面 分 制 威 个 小 块 , 记 为 43 一 二 2 …, 中) (同时 也 
用 这 些 记 号 表示 小 块 的 而 积 ), 在 每 个 奴 : 上 任 廊 一 点 (入 
人 一 二 2，…, 号， 若 极限 


lim 2 Fiés, ne tO "NA(Es, mh 489， 


asS1-0 fl 


~ lm TEP(E, mh, CD oosart QE 加 £0) oo8B 


havn=0 t=1 
+ RE, wp CD co08 yu AS 
存在 , 则 称 极 限 秆 为 函数 F(z, y, 2) 在 曲面 SS 上 第 二 型 曲 面 
积分 , 记 作 
Noosa-r Qeos pr Roos yes 


6 


x Jems elf) 


玫 或 分 量 P. QQ、 呈 称 为 被 积 西 数 ,指定 侧 的 曲面 驴 称 为 积分 
曲面 . 

按 定 义 ， 单 位 时 间 内 流 进 曲 面 的 流量 ， 就 是 流速 函数 
F(z, 多 办 在 曲面 上 的 第 二 型 明 面 积分 , 即 

g— | Vnag~|{(Pooent QoosBt Reoey)os, 
其 中 姑 久 . 吾 是 速度 下 的 三 个 分 量 ， 若 9>0, 总 的 来 说 水 流 
是 按 取 定 的 法 向 量 方向 流动 : 若 9<0, 总 的 来 说 水 流 是 按 取 
定 的 法 向 量 相反 的 方向 流动 ， 

当 曲面 驴 为 封闭 曲面 时 ， 通 常规 定 外 侧 作 为 曲面 的 正方 
向 ,车 不 指明 曲面 的 定 疝 时 , 就 理解 成 沿 外 全 的 积分 ,并 记 作 

Fnas 
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或 PPP oosat Qoos B+ Reos rds 
的 


第 二 型 油 面 积分 下列 性 硕 ， 
1) [J¥tP eosat Qoca B+ Reosy)as 


总 


二 ff oma Go B+ Roo a9 (6 为 常数 ); 


GE 


» {KPi4 Py)eoat (Qt+ Qeos B+ (Bt Ba)oosy]d8 


Ei 


-| {Piooset+ Qco8 B+ Rcosy) ds 


je cosat Qa eos B+ Racosy) ds; 


El 


3) 如 果 吕 表示 定向 曲面 8%，8 合并 组 成 的 定向 曲面 
Si+，，S1, 除 有 限 条 线 外 不 相 重 迭 , 则 


J{CPoosat Qoosp+ Roos yds 


9 
-J Pea QeosB+ Reo 2 


3 


+ cosdu 十 入 cog 有 十 总 co0g7)Q8. 


由 定义 可 以 看 出 , 曲面 从 一 便 变 到 另 一 侧 时 , 法 向 量 的 朝 
向 正好 相反 , 因而 法 向 其 的 方向 余弦 差 一 货号 , 曲面 积分 也 随 
之 差 一 负 导 ， 所 以 第 二 型 曲面 积分 是 有 方向 性 的 . 
与 第 二 型 曲线 积分 
hb (Padz+ Qdy) -| ,EPoosts, 区 填 Qeostt, 护 ] 硬 
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比较 , 我 们 还 要 引入 曲面 积 人 邹 另 一 种 记号 ， 由 第 二 章 第 五 节 
知道 , 若 48 近似 看 成 平面 类, 则 

Cog a AS;, Cos Bi AS', cos yA 
分 别 是 49; 在 gx 平面 .zw 平面 .xy 平面 上 投影 的 面积 ， 现 在 
投影 面积 是 带 正 负 号 的 ， 若 法 向 最 f4 与 > 轴 正 向 夹 角 小 于 
90°, 好 :<90° 时 , 则 cos%4S, > 着 法 向 量 扣 与 z 轴 正 向 
来 衣 大 于 90°, 即 沪 之 90° 时 , 则 eosyt48,<0， 这 种 投影 称 为 
有 向 投影 ， 用 dS 表示 面积 48 的 微 元 , 用 dy ds, dzaz, dv dy 
分 别 表 示 好 在 平面 、 季 平 面 、oy 平面 上 有 向 投影 的 面积 
微 元 , 则 

dy dz=eoso dS, dzdz=00s BdS, dr dy— cosy ds, 

这 样 第 二 型 监 面积 分 也 常 写 不 

J/F esatQeosB+ Roosr)ds 


大 


-=|fPavastr Qardet Raray. 


§ 


4.3 第 二 型 曲面 积分 的 计算 


在 第 二 型 曲面 积分 中 ,是 把 卫 , @、 且 看 成 被 积 画 数 , 若 把 
cosa 二 Qoog 忆 十 Roogy 看 成 被 积 隙 数 ， 它 就 是 第 一 型 曲面 
扣 分 ， 所 以 会 计算 第 一 型 曲面 积分 也 就 会 计算 第 二 型 曲面 积 
分 .我 们 先 看 一 个 非常 特殊 的 例子 . 

【人 锁 11 计算 曲面 积分 

下 Ceoseryeoas8+zeoay)a3， 


Es 
并 为 球面 开 填 护 十 加 = 中 的 外 便 、 
解 ， 由 第 一 章 第 五 节 知 曲 面 人 ++ 护 +2 一 一 0 的 法 向 


基 为 
N- Qe, 2y, 22). 
考虑 上 于 球面 一 点 人 ,网 ?)， 因 该 点 在 上 半球 面 , 押 以 ?> 由 
因而 法 向 量 的 第 三 个 分 量 大 于 零 , 即 上 述 法 向 量 六 就 表示 曲 
面 外 侧 的 法 向 量 、 
把 这 个 法 向 量 单位 化 ,并 注意 空 十 急 填空 一 吃 得 到 


R= (cosa, e088, 087) 一 (2, 三 )， 


所 以 
| eeoset yeosB tscon yes = J) (本 + 分 + 二 ) 上 8 
了 


oa 
dS=a | dS =— 0 dra? — das, 


这 题 我 们 是 先 求 出 指定 法 向 量 的 方向 余 驴 ， 然 后 把 第 二 
刘 临 面积 分 化 为 第 一 型 曲面 积分 时 ， 发 现 恰好 是 一 个 非常 简 
单 的 第 一 型 晶 而 积分 ， 所 以 这 种 做 法 显得 很 简单 . 一 般 来 说 
先 求 方向 余弦 ,然后 再 求 第 一 型 曲面 积分 并 不 简单 , 面 是 把 这 
两 步 合并 起 来 ， 直 接 把 第 二 型 曲面 积分 化 为 一 个 二 重 积分 更 
方便 . 

设 给 定向 而 8 的 方程 是 

2~f(%, ), 
函数 Fw, 办 在 力 上 有 连续 偏 导数 . 则 由 


, 
COS8 立 一 


fs 
EVIT TI 
-fs 
os 有 一 Ee 
Co8 7 一 ll 
EE 
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及 叮 = MJTETFY dvdy, 可 得 


J (Peosad Qoos B+ Roosy) ds 


及 


-二 Go ore DRGo 风 ) 


六 
十 和 人 y, fg, DI Ir, HY 
+Rhiw, y, Fs, )) +*1ldrdy. 
若 措 定 曲面 的 铀 为 上 上 侧 , 公式 前 取 '“1-” 号 ; 若 指 定 曲面 的 侧 为 
下 个 , 公式 前 下 “一 ”号 .根据 这 个 公式 , 求 第 二 型 曲面 积分 时 ， 
不 必 算 法 向 量 的 方向 余弦 , 只 要 求 出 法 向 量 
六 = 十 (一 六 —#,, D), 

且 上 侧 取 正 号 ,下 侧 取 负 号 , 然后 把 积分 中 cosaw，cos 8，cosy 
换 成 并 的 分 量 , 08 换 成 droy 即 成 

【 例 ?3】 计算 曲面 积分 


(faydst yo dnt sady), 

向 
其 中 台 为 如 图 3-20 所 示 的 三 角形 4BO, 方向 向 上 。 

解 : 曲面 的 方程 为 
了 十 Y 十 z 一 工 
或 2=1 zy, 
仿 存 吉平 曾 . 上 的 投影 区 域 品 为, 2>0 
与 yYPz0 与 4 十 9y 生 1 曲面 及 的 上 侧 法 
向 量 六 为 
可 一 《一 区 ， 一 为 二 
=(1, 1, 1), 


所 以 


{fi wdydad yp ddr drdy) 
Ea 

= [fre0saty cosB+ 2 eosy dS 
iets 


-| dg 全 (Tt 
【 例 3] 计算 曲面 积分 


|e 
El 
其 中 析 为 难耐 VF 于 六 一 z(0<z<BR) 的 下 出 (图 3-21). 
。 解 ， 这 题 中 被 积 函数 了 ~Q=0， 
五 zz 积分 曲面 8 在 oy 平面 上 的 投 
CA 31 一 > 。 影 区 域 为 有 
NA P< 
} ” 出面 下 侧 的 法 向 量 为 
_。 ， N= (4, , —l), 
图 3221 代入 被 积 表达 式 得 


ji wy drdy = i Tyo0s YY US 
-jr VET Davdy 


- [ey VP dody 


万 


= a ysimgoom pdy= 一 下 
一 一 oY Sin 0 oos Le ” 


o 
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车 曲面 全 由 参数 方程 
Lp, PD), 
y(t, 2), 
g=%(u, 2) 
给 出 ,函数 在 ww 平和 侧 区 域 人 上 具有 连续 偏 导 数 , 令 


A= 2(y, _ 9(z, &) Ce Ea 
tao 2) OC, 0 Ol 0 
则 曲面 总 的 法 向 量 为 
N= +(4, B, O), 


方向 余 驶 为 

-4 
圭 V A3+ BO 

B 
B—— 
Wp TE 
i 
YT 

及 dS-V 人 TBTO dudv, 所 以 


om 


jp onset QoosB+ Reosy)as 
可 


国 二 ||[P4+Qs+ aolauan， 


可 竟 , 只 费 把 被 积 函 数 卫 多.、 瑟 中 的 2%. 外 z 用 曲面 参数 
方程 代入 ， 把 cosa, cos 8, oogY 换 成 对 应 法 向 量 的 分 量 ,a5 
换 成 到 cm 即 成 ， 正 负 号 根据 曲面 的 侧 来 决定 ， 

【 例 生 ”计算 曲面 积分 

了 工 一 fi wdy dt ds dr + dvdy, 


辣 
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其 忠信 是 球面 (5 一 @)3+ 人 9 一念? 十 作 一 咏 "一 吾 的 外 侧 ， 
解 : 曲面 8 的 参数 方程 为 
ws=a+ Rsin pooad, 


yb+ Rsingsing, 
=c+Reosg. 
参数 的 变化 区 域 A 为 . 0<w< 与 0<0<3r, 县 


4= (yp 二 < — Risin?peod, 


BO, PW 
B= 只 全 -Pen psin pg， 
0O= 3 singoorg. 
考虑 上 半球 面 任 一 点 , 这 时 0<9< 于 , 有 0O<0 所以 外 人 铀 法 
疝 最 六 为 
N-— (4d, B, 0) 


= Ri(sint geont, sin’ pang, singeoosg). 
因此 
I-| {azcosat+ eos B+ 008 yAS 


可 
-| [Ca Rsingood))’. Rsin’p ood 
内 
+(b+ Rsingsind) :Rsin’psind 
+Ce+Reogg)’ Bsingeos pldd dp 
-=F a (asin’ geosd+20Reins geos0 
+R?sinigcos 0+ bsin gsind + 2b Rsin psin’f 
+Risin gain 0+e?aingeop+ 2 Rainpoos gp 
+R:singpoeos 9p)dp 


一 296 一 


2 2 rT EE 
| cos 0990-| sin0d9=| cos 949-| sin? gd =0 
-0 人 o 站 


和 “singeospdp= | singeos gdp—0, 上 式 可 化 为 
Ped E 
I=PR 上 do FR (QaRsin peo 0 20Rsin’ pain 
0 
+26R sin poos pdg 
=25R’ 人 asim pt dsin? g+ 2csinp eos oy) dp 


EE 
王 


=4rR’ | (sin p+ bain’ g++ 2csin poos p) dy 
= R(t B+to). 


【 例 5] 计算 曲面 积分 


I -| modyd ty dsdr+2drdy, 
8 


其 电 8 为 菏 球 面 5 + 入 十 -与 = 的 外 个 . 
韦 ， 且 而 8 的 参数 广 各 六 


z=asingeosd, 


y=b singsind, 
2=C CO yp, 


参数 变化 区 域 和 为, 0<p<m 与 0<b<am, 且 
A 2 加 一 一 posinzpeos 


D0 wp 
(5 和 jn2mgsi 
-Bp —acsin’ wsing, 
OC, 的 _ i 
0O= —absin poosgp. 
区 至 济 Wi 
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所 以 曲面 外 侧 的 法 向 蚊 六 为 
= 一 (4 万， OO) 
= (hesiniwmoost, acsin gosing, a singeoggp). 
因此 
I [f(saty wos p+ 00sy) dg 


号 
-|| (assin’ peoos’ Obesin poosd 
E23 

bgin’ pan da sin’ psing 

+oens pabaingpeosg) do dap 

Ee 工 . 
| a (oisin’ poost OT hsin’ psintd 

o 


一 osin peost dy, 


Ee 


利用 simspep=2 | srptp- 和 主语 - 澡 , 履 


sr 7 16 
I=abe | (WH 


再 利用 


6+ 了 Bb? simt b+ 


EA 


[eos oa9= | sint Pad— -4 sin: 9d0 
38:1 mwm_8 
a A 
最 后 得 一 于 xle(e 十 BT 的， 
我 们 把 .而 铝 题 步骤 总 结 如 十 ; 
第 一 步 : 写 出 曲面 的 参数 方程 ,并 求 出 参数 变化 的 区 域 ; 
第 二 步 : 求 出 法 向 量 入 = 土 (4, B, 0), 任 取 一 点 , 根 锯 指 
定 的 曲面 侧 , 问 定 正 负 号 的 选取 ,只 要 在 这 点 法 身 量 娘 与 指定 
的 人 山 符 全, 那么 其 它 点 的 法 向 县 六 也 必 征 与 指定 的 侧 符合 ; 
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第 三 步 : 把 cosa, cos 8，cos ?7 换 成 取 定 的 法 向 量 六 的 分 


景 , 28 换 成 A 上 的 面积 微 元 ,然后 再 求 一 个 二 重 积 分 . 


1. 


fo 


习 是 四 


计算 下 列 曲面 积分 : 
1) 用 wayartyazdedadeay, 其 中 六 号 长 方 体 :0<zsa 与 0<y 


后 


8 与 0<z<e 的 表面 ,曲面 的 定 商 歌 外 法 线 方 向 ; 
2 ff 入 一 委 由 名 二 一 吉 虹 下 十 C5 一 起 dz 由 ， 其 中 尺 是 同 锥 区 


面 加 + 六 一 Oo 必 有 D 的 外 表面 ; 
多 | 入 一 罗 好 由 二 一 巧 人 十 (5 一 功 氏 y， 其 中 户 是 上 半球 
面 如 十 六 十 癌 =2Rz 被 诗 硬 硬 十 闫 二 272(B>7? 昌 截 下 部 分 的 


上 全 . 
[ 诈 示 ， 化 到 第 一 型 曲 硬 积分 , 并 利用 对 你 性 化 简 ,] 


， 计算 下 列 曲 面积 分 : 


也 fayas+yasdrtadray, 基 中 为 球 轴 Cv)? 中 (y 一 ?+ 
《3 一 0)? 二 耻 的 外 例 ; 


ddr dadr ,drdy 二 2 
2 2 二 全 攻读 其 中 有 为 精 球 面 -+ 床上 + 一 


§ 
的 外 便 ; 
3) Nuysardet sar dy, 其 中 号 汶 曾 旋 面 =t cos t= 


hy 3 一 et (sb DO<as2cy 的 上 侧 。 


第 五 节 格林 公式 
随 着 积分 概念 的 锥 广 , 微 积分 的 此 本 定理 一 一 牛顿- 莱 布 
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尼 莹 公式 也 相应 地 获得 推广 ， 本 章 要 讲 的 格林 公式 就 是 上 述 
微 积分 基本 定理 的 -~ 个 推广 ， 它 是 联系 平河 区 城 上 的 重 积 
与 区 域 边界 曲线 上 的 第 二 型 曲 组 积分 之 间 的 关系 式 ， 


局,L 公式 的 导出 


考 庶 -~ 个 流 居 力学 中 的 问题 . 设 在 地 面 上 有 稳定 的 ( 即 流 
速 不 随时 间 而 变化 、 不 可 压缩 的 〈《 即 流体 密度 不 变 ) 水 流 流 
过 , 并 设 水 层 完 分 费 , 可 以 看 成 一 个 平面 问题 , 每 点 的 水 流速 
度 可 以 用 向 虞 
Ve, 区 一 VC Dire, WT 
表示 ， 如 果 没 有 水 从 地 里 渗 出 来 或 漏 下 去 , 那 末 流 过 地 面 上 
一 封闭 曲线 工 的 流量 应 该 为 零 , 即 流 入 卓 线 工 多 少 水 量 记 时 
也 就 流 则 曲线 工 多 少 水 量 , 现在 设 地 面 上 省 点 有 水 从 地 里 渗 
出 来 或 漏 下 去 ， 这 时 流 过 地 面 圭一 封闭 曲线 工 的 流量 可 以 不 
为 零 . 根据 质量 守恒 定律 , 流 过 闭 则 线 工 的 流量 ,应 该 等 于 由 
工 所 围 区 域 也 内 从 地 里 滩 出 来 的 水 量 . 下面 我 们 分 别 来 计算 
g yy 这 两 部 分 水 量 . 
先 求 单位 时 河内 流出 曲线 工 
的 水 量 . 
我 们 取出 典型 的 一 小 段 由 
进行 徽 元 分 析 ， 呈 的 起 点 记 为 
0 > (2 臣 ， 该 点 的 外 法 线 方向 的 单 
了 2 位 向 量 记 为 各， 该 点 的 流速 为 
VV(z, 护 . 则 单位 时 间 内 流 过 中 的 流量 ( 设 水 的 密度 p=1) 等 
于 以 由 为 底 、 以 玉 的 长 度 为 边 移 平行 四边形 面积 (图 3-22)， 
这 平行 四 边 形 和 前 高 为 
VR=u(, 8) co0g 十 4 的 cos 人 Y), 
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上 式 中 eos tm, 2) ,costn, 9) 表示 单位 风 量 二 的 方向 余 驴 或 
分 量 ， 所 以 单位 时 间 内 流 过 qi 的 水 量 和 的 微 元 为 

Ug = [u(y, y) eos(n, 2 + ev, ¥) cos(n, yA 
单 停 时 间 内 流 过 峙 曲线 工 的 水 量 为 


9 一 | [ele, 7 costn, ©) + vm, YW) eoskm, IQ. 


上 式 中 把 we, 的 ，ete, 维 看 成 被 积 函数 ， 则 是 一 个 第 二 型 
有 曲线 积分 ,现在 曲线 的 方向 用 外 法 向 量 表示 , 我 们 规定 法 向 量 
与 切 向 量 的 关系 如 下 ， 由 法 向 量 逆 时 针 转 过 90” 即 为 切 向 量 
的 方 生 、 按 上 述 规定 , 外 法 向 量 如 转 过 90" 所 得 的 切 向 量 即 
为 曲线 的 方向 , 所 以 曲线 取 的 是 道 时 针 方 向, 

若 流量 9 大 计 零 时 ， 由 于 我 从 取 定 外 法 线 方向 为 正 疝 ， 
说 明 水 流 从 总 体 来 看 是 往外 流 ， 在 区 域 冯 内 有 水 从 地 下 渗 出 
求 ; 若 流 量 9 小 于 零 , 说 明 水 流 从 总 体 来 看 是 往 里 流 , 在 区 域 
也 内 有 水 漏 下 去 ， 
次 我 们 来 求 单位 时 间 内 从 忆 内 渗 出 米 或 漏 下 去 的 水 
量 FY， 我 们 仍 用 微 元 分 六方 法 ， 在 力 内 取 一 微 元 4BOE, 设 
其 各 项 点 航 些 标 为 

ACw, WW), Biet dr, y), Or+dr, y+ oa, 
Biz, yt dy). 
要 求 出 铀 元 4B80E 内 滩 出 来 
的 水 其 dy", 只 贡 计 算 流 出 小 抵 
形 边界 的 水 量 ( 图 8-28). 注意 
到 4 召 的 外 法 线 方向 为 一 包 
所 以 流出 4 如 的 水 量 为 
Pi Day= 一 we， ay; 
注意 到 .BC 的 外 法 线 方 向 


为 训 所 以 流出 BO 的 水 量 为 
Vaidy= urt+adr, ay -[eee， 及 十 开 公 内 de] dp; 


注意 到 48 的 外 法 线 方向 为 一 了 ,所 以 流出 4B 的 水 量 为 
Va (~) — ote, WA 
再 注意 到 BC 的 外 法 线 方 向 为 3, 所 以 流出 EO 的 水 量 为 


Vesfdz=v(s, ydy) a = PP 人, + 如 各 wy] dg. 


因此 ， 单 位 时 间 内 流出 边界 4BO 吾 的 水 基 ， 或 单位 时 间 
内 从 微 元 4BCB 内 渗 呈 来 的 水 晤 为 上 面 四 个 式 子 之 和 , 即 得 
or -| 并 史 加 + 名 吕 且 | drdy, 


单位 时 间 内 从 内 渗 出 来 的 水 营 六 为 
li 六 名 多 的 |ardy. 
根据 质量 守恒 定律 : 9~g", 即 得 格林 公式 ， 


ff 钥 + 如] dzdy= | [wcos(n, 人 0 十 oo0s (wm 盟 ] 忆 ， 


这 公式 揭示 了 函数 ul%, 纺 , ?lz, 了 在 曲线 工 上 的 曲线 
积分 ， 与 它 的 偏 导 数 在 工 所 且 区 域 上 二 重 积分 之 闻 的 关系 . 


号 .号 格林 公式 
我 们 把 上 面 结果 写成 定理 的 形式 . 


定理 1 设 D 了 芝 以 逐 眉 光 海 曲线 工 为 边界 的 平面 单 过 
通 区 域 ( 单 连通 条 件 不 是 必须 的 ; 在 复活 通 条 件 下 ， 玉 证 甫 让 
何 种 形式 , 下 而 还 要 讨 话 ) 匡 纺 区 太 、 oa 芒 在 D+LD 上 
连续 ,并 在 方 六 下 有 连续 的 全 导 节 , 那 来 有 关系 
在 人 + 人 下 和 有 连续 的 仿 导 表 ， 
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图 3-24 


图 3-25 


I 


| [a eos(n, &) + oeostn, -||( 絮 + 他 )dzay 
Ed 


其 中 cos(w，2)，costn, 扩 为 曲线 工 的 外 法 向 量 的 方向 余 驼 。 
是 无 洞 的 区 域 , 如 图 3-24 所 示 区 域 都 起 单 连通 区 城 . 其 中 第 
一 个 区 域 是 由 一 条 闭 曲 线 围 成 的 单 连通 区 域 ， 第 二 个 着 由 两 
个 相 切 圆周 组 成 芍 月 牙 形 单 连 通 区 域 ， 第 二 个 是 抛物 线 内 部 
的 单 连 道 区 域 . 另外 如 全 平面 , 举 
平面 x>0 等 都 是 单 连通 区 域 . 

区 图 3-25 所 示 的 区 域 为 复 
连通 区 域 ， 其 中 第 一 个 区 域 控 去 
一 个 润 称 二 连通 区 域 ， 第 二 个 区 
域 称 三 连通 区 域 ， 第 三 个 区 域 较 
去 一 点 4, 上 岂 是 生 库 通 区 域 . 

在 证 明定 理 以 前 ， 我 们 把 格 乌 3 中 
体 公式 再 改变 一 种 形式 , 注意 图 8-26, 其 中 天 是 外 法 线 方向 ， 
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4 了 


ct SI 一 | 2 
cm i 如 信访) 


志 是 由 妖 赣 时 儿 方 向 转 过 9 的" 所 得 的 切 向 量 , 申 图 看 出 ; 
eogfn 2) 一 cos( 坟 四， 
ee #) = —e0g(t, 2). 
这 关系 式 是 通过 一 个 特殊 位 置 推出 来 的 ， 但 事实 上 这 关系 式 
对 工 上 任意 一 点 位 置 都 是 成 立 的 . 于 是 定理 工 中 的 公式 可 改 
写成 
[二 dzdy— 了 [ueostn, 2) 十 yeosfm IT 


-| [ucostt, Y) — veog(t, 2)]dl, ,时 


再 外 本 章 第 二 节 2.3 段 知 Le tt 
| [weos 人 的 一 Deosft og)]A= mv- Var, ca 


攻 站 (全 史 )at- fi ww— yas. :是 


Br 


上 式 对 任 彰 两 个 具有 连续 偏 导 教 的 函数 we, 办 、e(z, 几 都 
成 立 ， 我 们 把 它 改变 一 下 记号 , 令 

Pl ~ os, Y), QD, 及 一 Mo 的 ， 
风土 式 变 为 


PtQw~| 上 名 一 各) 加 


我 们 把 定理 工 中 的 公式 称 为 略 栖 公式 的 第 一 种 形式 ， 把 
上 面 公式 称 为 格林 公 武 的 第 二 种 形式 ， 因 为 这 两 种 形式 今后 
都 要 用 到 ,不 必 每 次 用 时 重新 再 淮 导 一 饥 , 所 以 我 们 将 这 两 种 
形式 平等 看待 , 也 把 第 二 种 形式 写成 下 列 定理 : 

定理 名 设 也 是 以 逐 段 光滑 曲线 荆 为 边界 的 单 诺 通 区 
诚 ,五 数 了 (zw, 芒 、 龟 人 在 区 域 必 + 工 上 连续 ,并 在 了 D+ 工 
上 有 连续 的 偏 导 数 , 则 有 关系 式 


Pac+gdy-||( 强 -下 )andy 


其 中 卫 的 方向 是 送 时 针 方 向 ， 

定理 1 与 定理 2 从 忱 糙 上 是 等 价 的 ， 前 面 由 定理 土 导 出 
定理 2， 也 可 从 定理 2 导出 定 
理 1， 所 以 只 要 任 选 其 一 加 以 
证 明 即 成 ， 下 面 我 们 来 证 明 笔 
理 2. 

【证 明 】 假定 区 域 也 底 可 
看 成 由 上 、 下 两 条 曲线 y= 
2)、y 一 yxX%) 图 成 (图 3-27)， 
又 本 看 成 由 左 、 右 两 条 曲线 
Z 妇 (0 扩 、2=2(y) 国 成 《图 
3-27). 我 们 对 这 种 特殊 区 域 证 明定 理 3， 注意 要 证 定理 2 只 
票证 明 下 面 两 式 成 立即 成 


| ax- 二 劳 dzdy, 


RE 


no 
我 们 利用 重 积分 与 线 积分 的 计算 证 明 上 面 两 式 成 立 , 
因 区 域 卫 由 曲线 y= 名 (8)、y 一 yp (asw< 了) 与 直线 
段 4 及、 BO 力 成 ,自重 积分 化 时 次 积分 的 公式 ,有 


er =- 所 8 下 | 
jj Sy cy 一 a ur) Oy 曲 PP, 巷 in 的 


下 Ge gl) Pe, gl)) ds, 
开 册 线 积 分 的 计算 公式 , 有 


— 30g 一 


fiPao-{ Pde {Par tl Pacr| Pa 
在 BGO, PR4 上 = 为 常数 ， 所 以 | ,Pac 一 | 己 dz 一 0 又 有 
Dr Ed 
ew=), past | Pde 
-了 Ply, (人 ez Pls, 的 (70 


=[ Pl, vao—{ Pe, gol)) de. 
比较 重 积分 与 线 积分 的 结果 , 如 得 
op 
人 Paz= -党 dvdy. 
又 汪 区 域 力 由 蕴 线 2 一 (0，s 一 wm (osy<d) 及 两 
个 直线 毁 围 成, 同 理 可 证 
上 ms- 型 加 人 


这 时 重 积分 前 没有 负 号 , 是 由 于 y 由 小 增 大 的 方向 , 与 区 域 了 
右 侧 的 边 痊 正 向 正好 相反 的 缘故 . 
综合 上 面 两 式 , 便 得 


人 Parew 


-人 -区 om 1 


我 们 对 特殊 区 域 证 明了 定理 2 

但 定理 2 对 性 意 单 连通 区 域 都 成 

图 3-28 立 . 事实 上 任意 单 连 通 区 域 号 总 可 

用 辅助 曲线 把 它 分 成 几 个 上 述 的 特殊 区 域 ， 如 图 3-28 中 的 

区 域 刀 ,用 直线 段 4B 把 必 分 成 两 个 区 域 了. Do 而 区 域 内、 
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DD 是 上 述 特 殊 的 区 域 ， 因 此 公式 对 肪 、 刀 成立, 避 
( 玫 -车 ) ww-| ,P+Qwy 
-| ,Part Qoy+|,, Past Qady, 


和) 


一 Paa+Qdy 二 | ,Past Qey. 
把 于 面 两 式 相 加 时 ,在 辅助 线 4 召 上 的 线 积分 有 两 个 , 这 两 个 
线 祖 分 方向 相反 ,正好 抵消 ,所 以 
8@ _ oP ta， 
[6 ) irdy1 J Ji 


Gr 2 局 
全 Y y 


= ,PdrtQdyt |, Pdz+ Qay, 
ACE TA 


即 为 由 全- 化)arm- .PdetQdy, 


公式 还 可 以 进一步 推广 到 y 
复 连 通 区 域 , 设 DD 为 二 连通 区 
域 ， 它 的 边界 曲线 由 I 与 瑟 
组 成 , 记 了 = 十 Ls( 轿 3-29). 
边界 五 与 I 的 方向 按 如 下 规 
则 确定 ， 划 一 人 站 立 在 平 珂 上 
没 闭路 环行 时 ， 如 果 半 路 所 力 
区 堪 义 在 大 的 堪 方 ， 册 入 行 的 
方 辣 就 是 亲 铺 古方 向 ， 当 人 在 国 329 
了 工作 泛 果 古方 向 环行 时 ; 区 域 也 落 在 人 的 左边 ,所 以 五 的 


方向 应 取 逆 时 轩 方 向 当 人 在 L3 上 作 顺 肘 针 方向 环行 
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域 也 沙 友 人 的 左边 ,所 以 的 方 疯 谱 取 顺 时 针 的 方向 . 对 区 
天 力 的 边界 工 取 定 方向 后 , 则 有 


| { (如 -各 ) drdy—|,P det. 


事实 上 内 划 作 缚 助 线 4B，4 点 在 I 上 , 耳 点 在 I 上， 
把 4B 也 看 成 边界 ， 区 域 力 就 变 成 单 连通 区 域 ， 对 单 连 通 区 
域 格林 公 寂 成 立 , 故 有 
ss - 营 ) ) dody- | Paot Qay1 {Pareay 


+| ,PiotQdyt|, Par+gmy 
—{ Pads+Qdyt|, Pdvtley 
| PartQiy. 
亥 世 对 二 连通 区 域 六 烙 林 公式 也 威 立 , 
后 .3 应 用 与 例子 


设 区 域 忆 的 边界 为 五 三 的 方向 按 上 述 都 岂 来 定 (图 
3-30)， 在 寿 林 公式 中 到 


加 Plz, = —y, Qe, W =%, 
得 到 
Oe _ 2 二 
| 
图 3-30 a 
即 2 aa- ya ze. 


记 区 域 了 的 男 积 为 4, 则 可 以 用 曲线 积分 表示 区 域 的 面 各 4， 
4 一 圭一 ydwtmdy, 
【入 二 计算 椭圆 二 


2 i 
各 + 务 -1 
的 面积 4. 
和 解 ， 椭 贺 的 参数 方程 为 
{ee (0<t<2n) 
yy — bsini, 


参数 上 由 0 至 2x 时, 曲线 工 的 方向 为 逆 时 针 方 向 , 所 以 横 圆 
面积 4 为 
4- 王 和 —ydrt edy 


一 nit Bsint) {—asind) -| (acost) (B oo8t)]at 


_ab 

2 
当 w=b$ 时 邵 为 图 的 面积 . 
【 例 21 计算 曲线 积 


中 _ 一 8 十 zc 
[A 


| (sin2 #14.c09 Fdat = wad. 


其 中 工 是 :2+ 护 一 o 
解 ， 在 本 章 第 二 他 例 已 算出 这 个 曲线 积分 的 信 为 xm, 
现在 应 用 格林 公 趟 来 求 积分 的 值 , 阁 寺 接 取 
Pe WD = ml, Qo, WD = pt 
在 圆 名 十 网 So 上 应 用 往 林 公式 是 有 间 题 的 ， 因 为 函数 
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了 (zx, 9), (Cz, 胃 在 原点 不 连续 , 不 满足 格 全 公式 的 条 忻 . 但 
我 们 可 以 利用 曲线 荆 的 方程 将 被 积 沿 数 化 简 得 
中 —ydrd wady _ 1 
站 a jp 
然后 取 卫 (2 幼 一 一 护 9 防 一 2， 在 侣 十 护 所 上 应用 格 
灯 公 或 (或 应 用 面积 公式 ) 得 
一 ez 二 oa 1 ， 
中 人 中 Yds tmdy 
= 2.dady — 2mer = gr. 
Ch 
【 例 引 计算 曲线 积分 


| 一 zz 二 ZN 
ne 


—y d+ py, 


其 中 卫 是 精 国 ，- 纪 十 区- 一] (图 3.31). 


解 ， 我 们 可 以 利用 本 是 的 参数 方程 , 直接 计算 曲线 积分 ， 
这 样 做 计算 比较 复杂 ， 若 应 用 格 
林 公 式 , 取 


P(e, P=— 


乡 
2 
全 
BZ, 奶 EF 


它们 在 原点 不 连续 ， 不 满足 格林 

图 #31 公式 的 条 件 ， 为 此 我 们 在 猜 圆 了 
内 以 原 虚 为 心 , 尺 充 分 小 正 数 & 为 半径 作 一 小 圆 ,小 圆 边界 记 
作 五 , 使 五 整个 位 杆 工 内 部 , 五 的 方向 取 顺 时 对方 向 , 则 在 
工 与 石 之 闻 的 区 域 如 上 可 应 用 格林 公式 , 这 时 函数 卫 (%, 纷 、 
Q(x, 9) 在 卫 上 连续 可 微 ,所 以 有 
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| yq leady + .yar rdy 
' Ly 


全 二 于 二 六 
[fr 0 ¥ 
下 册 本 eal a) ey 
和 这 ww 
因此 
| —ydz tody | —ydr-t ray 
rt nt 
-| ystedy 
ft 


曲线 I 为 逆 时 旬 方 向 ， 当 闭路 为 加 时 ， 由 例 2 知 积分 值 为 
2x, 最 后 得 到 


由 这 例子 可 以 看 出 , 只 要 半路 所 图 区 域 包含 原点 ,方向 为 
道 时 针 方向 ， 积 分 值 总 是 其 于 2 车 闭路 所 围 区 域 不 包 售 原 
点 , 则 积分 值 必 为 零 . y 

【 例 久 计算 重 积 ota tn) 


{ear 


其 中 了 是 以 Alxs, 1), Blgs, Ya) 
Cos ys) 为 质点 的 三 角形 区 域 
(图 3-32) . 

解 ， 格 林 公 式 构 通 重 积分 与 图 B2 
线 积分 之 问 的 联系 , 我 们 可 以 通过 算 重 积分 来 求 线 积分 的 值 ， 
也 可 以 通过 算 线 积分 末 求 重 积分 的 值 ， 这 题 车 直接 用 化 累 次 
积分 办 法 来 做 显得 有 点 烦 , 我们 把 它 化 为 线 积分 来 算 . 
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取 PC 的 -0 Qtz 及 ~ 全 


应 用 格林 公式 得 
2 
ww 二 7- 和 条 每 和 w+] 全 本 到 并 
a 
1] 和 华 开 
计算 上 式 右 奖 第 一 个 线 积 分 时 , 注意 到 
-有 -有 
dr wa 
所 以 
| 
nm 只 Wy 号 7a 一 2 Wa—zr 12 [" 
,a (ya) et a) (+ a 
人 一 和 12 12 
问 理 ， 
Ys Ye 。 
有 ,和 钾 = 玫 轨 = 生 EE 二 te 
_ Ws a) (V9— a) (0+ 22) 
12 ” 
Ei 六 一 折 ， 起 
3 y= 上 mm 3 qe 
一 二 十 2 和 
12 ’ 
所 以 


Jf seray = 吉 Cye (te) te 


十 《gs 一 9 《Ya 上 -22) ( 坊 十 始 
+ (yi ~ ya) (v1) Ce. 
{ 例 外 设 效 是 以 逐 段 光滑 闭 曲 线 工 国 成 的 单 连 通 区 
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域 , 函数 wtz, 久 )， 0 切 在 D+ 上 有 连续 的 偏 导数 ,证 明 ， 


作客 全) 
fa 过 2 二 8 8 ] gaudy. 


Bn 仆 和 五 By ay 
其 中 五 为 王 的 外 法 线 方向 . 
解 ， 由 第 一 竟 第 九 节 的 方向 导数 公式 ,得 
性- 吕 wee D+ osm, 扫 ， 
所 以 潞 =- 教 吧 o- V+ 篇" 
£9 a ?|[ 剖 cos Cn, 加 二 号 y(n PRE 


-| [5 爷 GOs (Nn, 0) 十 ,Seonle 2 反 


应 用 定理 荆 中 的 格林 公式 ,有 
[eal A 


Bu Ot du dv du Oe 
[ 侣 -如 + Bo ty 1 Be |aoy 


Om dw 
Wa 5 7 


移 项 即 得 


Bo Ou Bo Ou By 
-=| Cia les Bs By Ea 


这 个 公式 的 意义 和 作用 , 相当 地 一 元 汀 数 中 的 分 部 积分 公式 ， 
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习 题 五 


]， 计 算 星 形 线 5 一 aco ybsimt0<t<200 所 国 的 面积 
2， 应 用 格 计 公式 计算 下 浏阳 线 积分 : 


1 f ET 了 如 二 扩 一 的 
5 


。 
Da 


3) 人 本 (Leoc 人 -人 二 的 二 为 区 域 0<z<m 与 0<9 


ssinz 的 边界 : 

全 入 全 + 各 + 的 反 工 为 区 域 0<r<1 与 1<W<1 的 
边界 ; 

的 ， 工 为 区 起 151 与 1 <y 
<1 的 边界 . 


3 应 用 格 钵 公式 计算 册 线 积分 : 
1) ],. ern 一 hE 十 (ereosy 一 直 ) dy， 措 中 dno 为 由 点 
Ko, 09) 至 点 OC0, 0 的 上 半 图 同 吉 + 妨 一 a0; 
动人 e+ 的 和 二 人 一同 各 其 中 4 为 献 4 全 到 Bl 点 


的 曲线 有 = 和 
[提示 ， 使 朗 成 封闭 曲线 ， 然 后 算 辅 胁 线 上 的 线 积 分 与 算 一 个 
重 积 分 ] 


和 . 证明 : 荆 为 封 闲 曲线 , ! 为 任意 的 方向 ,有 
| oog( 9) =0, 


其 中 中 为 五 的 外 法 线 方 向 ， 
组 未: 设 1 为 一 单位 向 量 , 则 二 m=cos tn, DD.] 


5 设 Fe 护 在 区 筷 卫 上 彰 各 ， 即 yz 的 湾 足 仿 红 人 方向 信和 
0 1 
小 -il 
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了 se = Ne S++ 位 ry] | 下 其 员工 为 卫 的 边界 ， 


于 为 卫 的 外 法 线 方向 ; 
2) 车 函数 了 (z, 的 在 已 上 到 和 值 为 地 , 则 了 在 刀 内 恒 为 零 . 
Ow 


[和 a a 二 0, 证 阴 ， 
2 Bo 二 (+ 入) 2 
D | 强 rig- [ 2 a er < 


does 
23) 把 积分 户 areos0 rsin9)d9 否 成 ?的 明 数 ， 则 它 在 区 癌 
[90, 五 ] 上 为 一 常数 ; 
3 调 剧 曾 数 在 中 心 处 的 值 等 于 它 在 圆周 上 的 平均 值 , 即 
wl0, 0= 去 六 utreosg, rsingya9 (0<r<BD 
约 调 天 函数 在 中 心 处 的 值 等 于 它 在 圆 上 的 立 艾 利 
= | ws, Wardy Or 
5 


tra 


瑟 . 竺 ”变换 的 雅 可 比 行列 式 
利用 格林 公式 ， 我 们 可 以 进一步 讨论 平面 变换 的 雅 可 比 
行列 式 的 几何 意义 . 
设 变换 阔 数 
$= ,YO), 
( =y(u, ©) 
在 ww 平面 区 域 人 上 具有 二 阶 过 续 偏 导数 , 旧 把 wu 平面 上 区 
域 A 一 一 对 应 地 变 到 zy 平面 上 区 域 了 DP， 车 逆 变 换 也 连续 可 
微 , 则 雅 可 比 行列 式 在 入 上 不 为 零 , 即 


J lu 四 = 线 宇和 A0, 


人吉 和 直人 风 和 如 图 3-83 所 示 : 在 
任 上 画 一 封闭 曲线 也 它 围 成 区 域 前 面积 记 为 吕 , 并 设 羡 的 
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参数 方程 为 


(asisB) 


当 上 了 由 % 增 至 8 时 , 对 应 手 曲 线 二 前 正 向 ， 现 经 变换 后 ,把 
曲线 五 变 成 区 域 妈 上 的 阴线 五 它 所 了 转 的 面积 记 作 ec， 财 由 
线 工 前 参数 方程 为 
全) 
Y 一 gc ,0 ), 
当 芋 由 w 赠 至 请 时 ， 可 能 对 应 于 三 前 正 向 ， 也 可 能 对 应 于 工 
前 负 向 ， 由 上 段 知道 , 面积 
0 一 土 机 由 一 yap+way. 
车 上 增 大 时 对 这 于 卫 的 下 向 时 了 到“ + 号 , 否则 取 “ 一 号。 
出 线 积分 计算 公式 ,得 
ce + 二 了 全 y(tty), vl) [eu (D+ 总 wy) | 
+a(e(D, oD)|[ a p00 ve 
= 二 [人 [ 一 Ye 人 vO)) IE +a(u(D, v0)) YE | 


ty ote, vO |}. 


(gate 
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咎 由 线 积分 计算 公式 继续 得 到 
go- 土 3: [| Yl, OY 人 tr{w, o) 型 | de 
+ [ Y(t, 2 Be Fru, YO) 弛 | ol 
这 样 , 通过 计算 把 一 个 五 上 的 曲线 积分 , 变 为 上 的 曲线 积 
分 , 然后 在 区 域 o' 上 应 用 格林 公式 ,得 


_ 了 和， on, Oy 
。-+ 寺 J[( du Og 4 Buy Br +) 


dy 了 Or roy Fy 
( ap Ou Y Bron Ov Bu to Bo) day 


-+ 了 2( 仍 总 -总 弛 )guay 


他 


= 二 | yw Wudy, 


利用 重 积分 中 值 定理 有 
g= 圭 J Qe, oo’, 
其 中 wr, 罗 ) 为 o! 中 一 虚 ， 取 绝对 值 后 有 
5=|7Go ole, 
这 说 明 变换 把 区 域 o' 变 威 6 时 , 它们 面积 之 比 等 于 变换 
的 雅 可 比 行列 式 在 c" 上 基 一 点 处 的 绝对 值 . 利用 这 个 公式 ， 
我 们 可 以 给 重 积 分 变换 公式 以 较 严格 的 证 明 . 


第 六 节 场 与 保守 场 


在 第 一 章 与 第 二 章 ， 我 们 讨论 了 多 元 西数 的 微分 法 与 积 
分 法 .。 们 在 这 章 我 们 已 经 过 到 了 多 元 向 量 浮 数 的 积分 问题 ， 
如 第 二 型 曲线 .曲面 积分 , 也 可 以 说 是 多 元 向 量 函 数 的 线 积分 
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与 面积 分 , 从 这 节 关 始 我 们 将 明确 提出 区 元 向 量 臣 数 的 概念 ， 
Hl 均 前 全 


世 就 是 雹 的 慨 念 ， 
后 .1 场 的 概念 .数量 场 的 等 位 面 与 梯度 


许多 实 际 问 题 中 ， 皮 需要 研究 和 理 基 在 空间 区 城中 的 
3 种 如 在 天 气 预 报 工作 中 , 需要 知 
道 气 庄 、 温度 、 密度 .气流 速度 在 空间 区 域 中 的 分 布 , 及 其 随时 
问 变化 的 规律 ; 在 石油 开采 中 , 需要 知道 地 下 各 点 的 压力 、 石 
涡流 动 的 速度 在 地 下 的 分 布 , 及 其 随时 阅 的 变化 规律 ; 在 卫星 
通讯 中 , 需要 知道 电磁 场 在 空间 的 分 布 , 及 其 随时 间 的 变化 规 
律 . 象 这 种 物理 量 在 空间 或 空间 一 部 分 中 的 分 布 就 称 为 " 场 ” 
土 面 提 到 的 物理 其 可 分 为 两 类 ; 一 类 是 数量 , 如 压力 温 
度 、 密 上 度 等 ， 它 们 在 空间 或 空间 一 部 分 中 的 分 布 就 称 为 压力 
场 、 温 度 场 .密度 场 ,这 些 都 统称 数量 场 , 给 定 一 个 数量 场 就 相 
当 于 给 定 一 个 四 元 函数 , 记 作 
WU= us, y, 2, tH) 
另 一 类 是 向 量 , 如 速度 、 电 场 强 度 、 磁 场 强度 等 , 它们 在 空间 或 
空间 一 部 分 中 的 分 布 就 称 为 速度 场 、 电场 、 磁 场 , 这 些 场 统称 
为 向 量 场 ,给 定 一 个 向 其 , 就 相当 于 在 空间 给 定 一 个 四 元 向 量 
函数 


五 一 下 (oo %, tt). 
从 数学 上 来 说 ,数量 场 和 向 量 场 不 是 什么 新 的 概念 ,就 是 
把 多 元 函数 概念 具体 化 , 现在 自 次 量 是 位 置 m, y、z 和 时 间 局 
面 变量 为 一 数量 或 向 量 ， 给 定向 量 场 下 相当 于 给 定 三 个 分 量 


P-—P(e, y, 5 机 
Q=A(2, y, # Ds 
R=R(w, y, 2, 及， 
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F= PitQF+RE. 
所 以 结 定 尚 量 场 也 就 是 给 定 三 个 四 元 函数 ， 

车 场 滑 显 地 依赖 时 间 t, 而 凡 随 时 间 的 变化 而 变化 , 这 种 
场 称 为 不 定常 场 ; 沙场 不 依赖 于 时 间 t， 不 随时 间 而 变化 ， 这 
种 场 称 为 定常 场 。 

还 要 指出 的 是 : 物理 中 的 量 除 数量 和 向 量 外 , 还 有 其 它 的 
量 , 如 应 力 妍 不 是 数量 也 不 是 向 量 , 我 们 称 它 为 钱 量 , 在 本 书 
中 不 讨论 这 类 重 . 

关于 数量 场 我 们 前 面 已 经 讨论 了 很 多 ， 第 一 章 与 第 二 章 
的 内 容 , 及 本 章 第 一 型 曲线 . 曲 阁 积分 , 都 可 看 成 是 对 数 基 场 
的 讨论 ， 下 而 还 要 补充 一 个 等 位 面 ( 等 位 线 ) 的 概念 . 

设 平面 数量 场 


Di 

中 的 & 表 东山 的 高 度 ，(w, 分 变化 范围 就 是 这 麻山 所 占 的 区 
域 ， 要 表示 这 个 数量 场 一 种 办 法 是 塑造 山 的 立体 模型 , 这 样 
做 法 的 好 处 是 明显 的 , 因为 看 起 来 一 目 了 然 , 但 缺点 是 制作 太 
麻烦 ,而 且 不 便携 带 ， 另 一 种 表示 数量 场 的 办 法 , 是 丽 地 图 时 
常用 的 办 法 , 就 是 在 自 变量 变化 的 区 域 上 画 出 一 系列 等 高 线 ， 
如 图 3-34 我 们 画 出 了 山 的 
100 米 、 200 米 、300 米 , 400 
米 的 四 条 等 高 线 ， 通 过 等 高 
线 ， 我 们 可 以 想象 出 山 的 大 
致 形状， 比如 说 这 座 山 有 两 
个 高 峰 ,每 个 峰 高 都 超过 400 
米 ,两 峰之 间 有 一 谷 , 山 的 一 国 “对 

边 等 高 线 较 密 , 说 明山 的 坡度 较 陡 , 山 的 男 一 边 等 高 线 较 杖 ， 
说 明山 的 坡度 较 小 , 容易 攀登 .如果 每 隔 10 米 画 一 条 等 高 线 ， 
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则 山 的 轮廓 就 显示 得 更 清楚 .这 种 用 等 高 线 的 办 法 表示 数量 
场 的 优点 是 能 在 一 个 二 维 平面 上 刻 划 出 一 个 立体 形象 ， 
对 空间 数量 场 
ts, Y, 2) 
来 说 , 造 模 型 的 办 法 已 经 是 不 可能 了 ,但 用 等 位 面 的 办 法 仍 能 
表示 数量 场 在 空间 的 分 机 
定义 在 自 变 量变 化 的 区 域 中 ， 使 画 数 值 殷 签 苇 避 的 点 
的 全 体毛 组 成 的 曲面 , 称 为 皇位 面 ， 它 的 方 和 强 是 
ux, 2 2 =0., 
过 定义 域 中 任意 一 点 《zo go, zo), 总 可 作 一 等 位 面 ,这 个 
等 位 面 的 方 稚 是 
Up, Y, 四 一 tao yo, 20). 
任意 两 个 等 位 面 不 会 相交 , 如 果 丙 个 等 位 画 彬 交 的 话 , 交点 处 
就 有 两 个 不 同 的 函数 值 , 这 与 每 点 只 有 一 个 函数 值 相 矛盾 . 
在 第 一 章 第 九 节 中 , 我 们 引进 了 数量 场 
uutw, y, 2) 
在 每 一 点 4%, y, 区 的 梯度 向 量 , 记 为 
gradw EE 并 二 2 Ef Du E 
它 告 诉 我 们 数量 场 在 4 点 沿 上 
述 方 疝 增 加 最 快 ， 所 以 当 动 点 
沿 梯 虚 方 向 移动 时 ， 数 量 场 增 
加 最 快 ; 面 过 4 点 的 等 位 面 告 
诉 我 们 ， 当 动 点 在 等 位 面 上 移 
动 时 ， 数 量 场 不 起 变化 ， 既 不 
因 3 增 也 不 减 . 那么 4 点 的 棉 度 与 
过 4 点 的 等 位 面 究竟 有 什么 关系 呢 ? 


一 3 加 一 


设 数量 场 在 4 点 的 值 为 C 过 4 点 的 等 位 面 方程 为 
Vly, y, 2 =O, 
出 第 一 章 第 六 节 知 道 这 个 曲面 在 4 点 的 法 向 量 为 
(2 dt 2 


Be By ” 扣 几 
形式 上 与 4 点 梯度 一 样 ， 记 以 4 点 的 梯度 与 过 4 点 的 等 位 
面 季 直 (图 3-36). 
定数 县 场 4 一 uv, y, 2)， 在 每 一 点 可 议 求 出 安 的 梯度 
向 量 ,这些 梯度 向 重 就 是 一 个 向 量 场 ， 所 以 给 定 一 个 数量 场 ， 
可 以 产生 一 个 向 量 场 、 我 们 引进 等 符 秽 量 (也 岂 哈 密 顿 算 子 ) 
v=-(2, 日 8 9 2) 
i 
它 是 算 答 极 念 的 扩充 , 瞬 委 取 拒 一 个 卫 数 变 契 一 个 西数 , 它 是 
把 一 个 函数 变 成 一 个 向 量 函数 ， 如 算 符 向 量 立 作用 在 酉 数 
wu， 由 2) 上 vy 就 得 到 向 量 通 数 
总 部 的 -ee 
[ 例 芒 设 w 了 ?一 V+ 六 + 攻 , 求 VF， 
解 ,、 “ 


Von 


(Po 各 10 各 ‘ne) 
= FOE, OL, FOE)=1 OF, 
其 中 =wft+ yf 二 zk， 


如 , 守 ”保守 场 与 势 函 数 


设 在 空间 直角 您 标 系 原 点 处 , 放置 一 电量 为 9 的 电荷 , 则 
在 周 国 空间 产生 一 静电 场 ,静电 场 在 侠 一 点 的 电场 强度 , 按 定 


义 即 为 该 点 单位 正 电 荷 所 受到 的 力 ， 根 据 库 仓 定律 可 求 出 避 
电荷 产生 的 静电 场 在 每 点 的 电场 强度 吾 为 ; 
其 中 8 为 介 电 常 数 , ?一 zyj 二 2k,， ?一 |71. 

电场 强度 召 是 一 个 向 量 场 , 这 个 向 量 场 在 空间 的 分 布 很 
有 规律 。 如 果 对 鲍 工 没有 忘记 的 话 , 那 末 这 个 向 量 场 就 是 数 


量 场 


-2 _ 工 VT 
w= 其 中 V+ 十 宛 ) 


的 负 梯 度 场 , 即 
E=—gradlu= ~Vu, 
当然 , 不 是 任意 给 定 一 个 向 量 场 F(%, gy, ,都 存在 一 数 
量 场 o 使 向 量 场 恰好 是 数量 场 “ 的 都 度 场 (或 负 梯度 场 ), 这 
样 ,我 们 就 可 把 向 量 场 分 成 两 类 ， 一 类 向 量 扬 , 都 存在 一 数 曲 
场 ,使 闻 量 场 答 好 是 数 和 声 的 神 岂 区, 这 类 向 是 反应 该 期 纽 有 
较 下 的 区 所 一 类 向 最 刀 是 不 在 在 一 双重 场 ,使 它 从 好 是 娄 是 
场 的 禄 度 场 所 以 对 这 两 类 场 有 分 别 加 以 讨论 前 必 票 、_ 
证 广 设 在 空间 某 一 区 茂 站 给 定向 量 场 Fw, bp 办， 车 
在 该 区 域 上 存在 一 函数 或 数量 场 wte， y, 办 ,使 得 
F=gradu( = Vu), 
名 区 向 时 男 基 汉代 字 示 ,本数 昌 六 向 量 少 的 烛 加 站 加， 
数 


“” 这 一 定义 与 牺 理 中 的 向 量 场 、 势 通 数 定义 略 有 差别 ， 导 
里 要 求 存在 一 函数 4(%, gy, 办 ,使 得 

EF=—grady, 
则 称 五 为 保守 场 , 是 势 丁 数 ， 物 理 中 势 瑟 数 的 定义 多 了 一 
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个 “一 "号 , 这 主要 是 从 物理 意义 考 农 , 从 数学 角度 来 看 , 这 
差别 是 无 关 紧 楼 的 

在 保守 场 的 定义 中 ， 要 求 区域 上 存在 数量 场 Wiz y, 2)， 放 人 轨 
党 央 是 及 域 上 的 单 值 削 炽 ,如 果 存 在 多 信函 数 满足 定义 出 的 条 件 , 卫 就 
不 是 保守 场 例如 在 除去 原点 的 平面 区 域 上 给 定 庙 昨 声 


但 
卫 一 -- 一 一 一 -i 上 
上 Hz 


=arctg 艺 


的 梯度 等 于 F。 这 是 医 为 
1 部 一 ydrtrdy 
3 = 


d= FT = 本 
yy 工 Ty 了 
1+ 人 的 ) 
、 0__ 此 60_ 
所 以 Br n+’ Oy -Bi 
即 F—grad 0, 


那么 能 否 说 在 除去 原点 的 平 男 上 下 是 保守 场 呢 ? 不 能 , 因为 函数 9 是 点 
《zy 区 的 极 角 , 当 动 点 沿 原点 为 心 的 区 周转 圈 时 , 8 的 值 不 断 增加 ,每 转 
一 图 , 6 的 值 增加 2x, 可 见 6 央 一 无 穷 多 值 阴 数 ,所 以 F 在 除去 原点 的 
平面 区 域 上 不 是 保守 场 ， 

车 限制 区 域 为 上 半 平 面 , 即 y>0, 这 和 对唱 取 值 为 : 0<69<w, 它 是 一 
个 单 值 隙 数 , 接 定 义 忆 在 上 半 平 面 区 域 上 是 保守 场 , 它 的 势 函 数 为 

=arotg¥. 

由 此 可 见 , 四 是 否 是 保守 场 ,不 仅 与 也 本 身 有 关 , 也 与 区 域 有 关 ， 下 
在 火 的 区 域 二 不 是 保守 场 ,在 一 个 较 少 的 区 域 上 可 以 是 保守 场 . 

还 要 指出 的 是 ， 若 必 是 凸 的 势 匡 数 ， 则 对 任意 常数 品 ， 
十 也 是 吉 的 势 函 数 ;反之 ,车 t6 9 都 是 三 的 势 函 数 , 即 

gradu—F, gradv~=F, 

风 grad(w—o) =0, 
我 们 就 有 


Bu) fu 一念 afu 一 外 _ 
0 
函数 一” 让 区域 上 的 三 个 偏 导数 恒 为 堆 ， 这 个 隙 数 必 为 常 
数 , 即 有 一 2 一 0, 或 

= 十 侣 ， 
所以 ， 若 差 一 常数 项 可 以 不 计 外 , 向 量 场 玉 的 势 函 数 是 崔 一 
的 . 


G.3 保守 场 的 性 质 


上 而 保 守 扬 的 定义 , 与 一 元 光 数 的 原画 数 定 义 非常 相似. 
当时 我 们 说 , 着 在 区 间 [, 5] 上 给 定 函 数 了 (2), 若 存在 一 函数 
we 人 ,使 得 

四 =f (0), 
则 称 wz) 为 了 () 的 原 西数 ,这 时 有 
frau | uh) ue), 

这 说 明知 遵 原 租 教 ,对 求 fo) 的 积分 非常 方便 ， 那 么 对 保守 
场 是 否 也 有 业 似 性 质 呢 ”有 的 ， 这 就 是 线 积 分 与 路 径 无 关 性 
质 . 一 ”一 
一 设 向 量 场 罗 在 区 起 卫 上 是 保守 场 , 它 的 势 本 才 为 we, 号 
工 - 篇 是 也 中 任意 一 条 有 向 曲线 , 划 有 

| Fdl=ul. 

4F a 
著 玉 (x, 办 一 了 (%, 朋 计 Qt, 从 了， 的 只 标 是 (zo, Yo),B 
的 坐标 是 (m, 4), 上 式 睦 体 写 贡 来 便 为 


[Pl waat Ql yay= ua, 的 -wm 区， 
我 们 发 现 , 向量 场 的 线 积 分 等 于 势 本 数 在 终点 的 亿 沽 去 势 
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函数 在 起 点 的 值 , 这 个 结果 中 只 与 起 点 和 终点 的 到 标 有 关 , 而 
与 如 何 联 接 起 点 和 终点 的 路 径 无 闫 ,这 是 一 个 非常 好 的 性 质 ， 
在 证 明 这 个 有 趣 的 性 质 以 前 , 我 们 先 给 出 一 个 定义 ， 

定义 ”在 区 域 卫 中 给 定向 量 场 Ft%, 中, 对 于 了 内 任意 
两 点 ， 对 于 以 4 为 起 点 、 以 是 为 终点 的 卫 内 任意 两 条 骨 线 
荆 、 Io( 图 8-36), 车 恒 有 


| Fol-|, Pea, 


则 称 向 量 场 了 的 线 积分 与 路 径 无 关 . 

定理 3 在 区 域 了 (不 要 求 是 平面 
单 连 通 区 域 ) 上 给 定向 量 场 F(x, 妨 
一 了 Ge 办 ET Qt, 力克 则 五 是 保守 场 
的 充分 必要 条 件 是 五 的 线 积 分 与 路 径 无 关 ， 

【证 明 ]】 必要 人性， 

车 五 是 保守 场 , 由 保守 场 的 定义 , 存在 一 函数 wn(%,y)， 


grad 2 =F, 
即 区 =Ple, 有 ， 钳 =Qlo 9). 
jg Oy 
取证 五 的 线 积分 与 路 径 无 关 ， 只 要 证 明 对 D 电 任 取 的 起 点 
4foo go) ,给 点 召 (oa， 加 ), 及 任意 一 条 联接 48 的 曲线 工 ， F 
沿 工 的 线 积分 只 依赖 于 4、 召 而 与 工 无 关 即 成 . 设 曲 线 荆 的 
方程 为 
和 
2Y 一 2 人， 
参数 ;一 “对 应 于 起 点 4, 1 一 及 对 应 于 终点 已 即 
人 他 -7A， 
加 一 go ly(8). 


(as 生生 
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出 曲 线 积 分 的 计算 公式 


Eu Br 
| me HQay = | 过 fT 


er) 的] 
下 Ce y(t)) 三 一 zz， yt) 


=—u(e(B), y (8)) 一 et yo)) 

= Y4) — U0, Y0), 
所 得 结果 志明 , 的 线 积 分 确实 只 与 4、 吾 两 点 有 关 , 而 与 联 
接 4.B 的 曲线 工 元 关 , 故 必要 性 得 证 . 

充分 性 . 

要 证 五 是 保守 场 , 按 定 义 要 去 找 出 一 个 函数 wwf(a, 切 ， 
使 得 gradw 二 厂 ， 这 个 函 数 怎么 找 呢 ? 由 假设 条 件 , 下 的 线 积 
分 与 路 径 无 关 ， 我 们 固定 起 点 4(zo, 8o), 终点 Bz, 四 为 D 
内 性 意 一 点 , 考虑 线 积分 


[PC, Waf+QE, man 


因为 线 积 分 值 与 路 径 无 关 ， 所 以 积分 值 被 如 ki 防 点 唯一 地 
确定 ,对 不 同 的 终点 B(z, 的 ， 积 分 值 可 以 不 同 ， 根 所 函数 的 
定义 ,这 个 线 各 分 值 训 是 召 点 坐标 (2, 的 的 函数 , 记 为 


we, P= POE, WEAQCE, WD. 


(注意 这 种 殷 起 点 放 在 下限， 终点 放 在 上 限 的 记号 , 适用 于 线 
积分 与 路 径 无 关 情 形 ; ) 这 样 我 们 找到 函数 “一 wo, 四， 下 
面 证 盟 它 的 梯度 等 于 记 , 好 要 证 


影 -PC 有， 器 -8 纹 ， 
为 此 再 考虑 一 点 各 人 二 中， 风 有 


一 326 


urt de, W) ue, 用 
=- Paé+Qan— | Pdé+Qdn, 


由 于 线 积分 与 路 径 无 关 ， 沿 线 4C 可 以 取 成 4B+BO， 日 
让 BC 平行 于 w 轴 (图 3-37)， 因 下 


up 上 do #) —we, #) y 


= ParQdn 


Btls, WD 
Pd WD) 


+ [Pataan 
-Jf Paradn 


-| Paé+Qa, 
BC 段 的 参数 方程 为 


| 和 (mtst dm) 
2y. 


由 第 二 型 曲线 积分 计算 公式 , 得 
wet de, WD -ube, WD = PEs, Wh, 
应 用 定 积分 中 值 定理 ,得 
Wt dy, 的 —uls, y= Pile, Ye, 
其 中 作 满足 2%&wr 所 2 十. 


于是 有 -Po D, 


令 -x0, 这 时 wz 及 函数 了 (2 2 的 连 域 件 , 得 到 
Bu lim +A, Dp, 功 es DP(e, W). 


em des0 
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同 理 可 证 作 -Q(e . 


充分 性 证 完 .1 
由 定理 必要 性 的 证 明 ， 并 注意 到 gradw 一 与 du=Pds 
十 入 @ 的 等 价 性 , 我们 有 


[P+teay -| ao 
4 这 个 公式 是 微 积分 基本 定理 的 挫 广 ， 
利用 这 个 公式 可 议 得 到 一 类 线 积分 的 
Bt4,3) 简便 算法 ， 如 果 积分 的 被 积 表 达 式 是 
” 某 一 函数 如 的 全 微分 ， 划 线 积分 的 值 
等 于 函 熬 忆 在 终点 的 值 减 去 函数 世 在 
* 起 点 的 值 
[ 例 习 ”计算 曲线 积分 


[edety dy, 


其 中 48 为 联接 4Q, 1), B(4, 3) 的 直线 段 (图 3-38) 
解 : 


1 2 2 
|| 


的 | 他 
_1La649 2dr 
-了 (16+D) 可 (L+H1) 一 人 


【 例 3] 计算 曲线 积分 


| 了 一 
AB 2 ’ 


其 中 438 同上 题 
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租 . 


| wy yds _ FD 3 1 1 
AP Ea -| 1 和 
[ 例 和 pr A Co, Yo, Yo) BC yy 
坷 时 ， 求 电场 机 -了 2 -全 对 它 所 作 的 功 . 
解 ， 由 第 二 凶 知 电场 所 作 的 功 玉 为 
= » 汐 
w=-| Fea], ,可 (各 d+ 和 苗 虹 + 厨 册 ) 
2 g .1 2 9 , 1 dr 
an are FTF A tt) 去 2 六 


2 dr 如 lr g .1'" 
-二 a =) | Er ra* 
记 fp 一 NV 组 十 斑 十 时，74 一 NM 强 十 六 十 骂 ， 划 
Tol. 
w=[ ] [ ] 


dame Tia dre tra TeJ" 

这 例 说 明 , 如 果 吾 是 保守 场 , 则 作 功 与 路 径 无 关 . 车 起 点 
与 终点 重合 时 ,保守 汤 作 功 为 零 ， 一 般 来 说 我 们 有 下 面 定理 ， 

定理 4 在 区 域 卫 上 给 定向 量 场 玉 (z, yg)， 则 下 是 保守 
场 的 充分 必要 条 件 是 ， 玉 沿 着 任 一 。 4 
【证 明 】 必要 性 . 
在 必 . 上 任 取 一 闭路 工 . 疤 证 邓 
挡 碾 的 线 积分 为 零 , 我 们 在 荆 上 竹 
取 两 点 4 召 ( 图 3-39)， 根 据 定 理 
3， 知 保守 场 下 的 线 积 分 与 路 径 无 
关 , 得 


| Fa Fah, 
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由 线 积分 的 三 向 性 ,得 
| Fadl=— | F.al, 
EU BB 


fs, Fa Fda-o, 


地 有 上 Foal=0. 

充分 性 . 

要 证 严 是 保守 场 , 由 定理 3， 只 权证 下 的 线 积分 与 路 多 
元 关 , 在 力 内 任 取 两 点 4 BB, 任 作 两 条 联接 4、 避 的 路 花石 
妆 瑟 (图 3-40)， 考 号 由 三 与 下 
纪 成 的 闭路 = 五 + IE， 根 据 定理 
条 件 有 


即 得 fi FA), Fa 
这 阅 明 线 积 分 与 路径 无 关 , 所 以 忆 是 保守 场 .] 


6, 生 保守 场 的 判别 法 


根据 保守 场 的 定义 , 要 判断 F(z, 的 是 否 是 保守 场 ,需要 
寻找 势 诅 数 wtz, 扮 . 若 势 函 数 不 存 在 ,下 不 是 保守 场 ; 若 势 
函数 存在 , 五 是 保守 场 . 当 罗 的 形式 比较 简单 时 ,我们 可 以 
通过 观察 法 , 直接 找 出 下 的 势 函 数 刀 当下 形式 稍为 复杂 时 ， 
赁 观察 法 就 不 能 解决 问题 ， 但 给 定向 量 场 五 = 了 t+Q7 后 ， 
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它 是 否 是 保守 场 应 该 是 窜 竟 在 在 的 事实 ， 由 范 数 卫 (>, 幼 、 
&(w, 纺 的 性 质 应 能 判断 它 是 否 是 保守 场 ,下 面 我 们 就 米 寻找 
五 晶 应 满足 的 性 质 . 
假设 于是 保守 场 ， 即 存在 势 函 数 ww, 四 ， 使 得 gradw 

= 瑟 , 即 

Ou Bu 

Er 
上 面 第 一 式 对 y 求 偏 导 数 ,第 二 式 对 % 求 偏 导数 后 得 

Fy _OP Fu 8 


WW WW’ Hy 2， 
由 混合 偏 导数 与 求 导 的 次 序 无 关 定 理 , 即 得 
08 3P 


Br Bo 
所 以 丈 是 保守 场 , 必 有 上 上 式 成 立 . 
但 上 式 成 立时 , 吾 是 否 是 保守 场 吃 ? 设 工 为 DD 内 任 一 闲 
路 , 且 设 工 所 围 的 区 域 DD 完全 被 包含 在 也 内 , 则 由 格林 公式 


人 Peet Qoy— | 如 -如 dwty. 


所 以 当 2 ~ 人 时 , 重 积分 为 芝 , 即 到 洛 闭 路 二 的 线 积分 为 


零 , 根 据 定理 4, 知 歼 在 五 上 为 保守 场 ， 在 上 面 讨论 中 , 我 们 
要 求 也 内 任 一 闭路 荆 所 图 的 区 域 Pr 均 在 DD 内 , 这 个 条 性 是 
不 可 挟 的 ,只 有 区域 D 是 单 连通 区 域 时 , 了 D 才 具 有 这 个 条 件 ， 
著 卫 是 复 连 通 区 域 , 总 可 找 出 一 闭路 , 使 它 所 围 区 域 Di 不 全 
在 卫 内 ， 这 样 ,我 们 就 证 明了 下 光 的 定理 . 

定理 页 设 在 单 过 通 区 域 了 上 给 定向 量 场 F-=Pi+Q3， 
则 五 是 伐 守 场 的 充分 必要 茶 件 是 在 DD 上 训 
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前 面 我 们 讨论 了 平面 保守 场 ， 用 平面 推广 到 空间 时 ， 对 
于 定理 8 与 定型 4 来 说 , 从 叙述 到 证 明 都 没有 什么 差 姑 ,而 对 
定理 5 来 说 , 现在 定理 前 叙述 和 证 明 兵 适用 于 平面 情形 , 对 于 
空间 情形 则 要 到 第 从 节 才 能 讨论 . 

有 了 定理 5, 判别 平 芹 保 守 场 变 得 非常 容易 , 只 要 验证 两 
个 伪 导 数 是 否 相 等 ,但 对 区 咸 提出 了 较 敬 刻 的 要 求 ， 

【 便 葬 设置 (人 和 = (+yd41)erETer#， 间 玉 在 全 平 


面 是 否 是 保守 场 . 
解 ， 因 了 (%, 只 = (2 二 # 寺 四 6 间 (2, 办 一 号 
x2 
Om Oy” 


所 以 由 定理 5, 知 忆 在 全 平 苞 上 为 一 保守 场 . 

【 例 6] 设 在 平面 坐 怀 原 点 处 有 一 质量 为 mw 的 物体 对 ， 
在 点 (ze, 殷 处 放 一 单位 质量 的 物体 属 , 则 六 被 开 以 一 力 醒 
向 中 心 吸引 ， 


Fk tp, 


其 中 为 比例 常 数 , 一 +iy7 ?一 "1, 间 辐 在 除去 原点 的 
平面 上 是 和 否 为 保守 志 . 

解 ，Ftz, 拉 在 zy 轴 上 的 分 量 为 ， 

Er 
P(g, W= ys Qs, 办 = 
i 0 _ Spot _ 
求 偏 导 数 得 Br Gy 
由 定理 只 能 得 出 在 不 舍 原 点 的 单 迷 遂 区 域 上 下 是 保守 场 ， 
而 现在 除去 原点 的 乎 面 不 是 单 连通 区 域 ， 所 以 由 定理 名 得 不 
出 如 是 天 是 保守 场 ， 但 经 观 崇 发 现 有 单 值 西 数 
hr Pm. 


ur, Vn 


Fy 
(十 3 ' 


一 332 一 


存在 , 它 的 储 导 数 为 : 


3 
Bm 
Oe ddr Rm, kmy 
BW da rr 


直接 根据 定义 ， 我 们 可 以 说 于 在 除去 感 点 的 平面 上 是 保守 
最 后 我 们 介绍 一 个 求 势 函数 的 方法 。 若 在 单 连通 区 域 力 
上 给 定向 量 场 了 一 Pi+837, 满 是 条 件 

20 _8P 


Or Oy’ 

则 由 定理 5 知 下 是 保守 场 , 因此 有 有 势 函数 ww, 胃 存在 ,使 得 

Wp Wg 

2 ”By ? 
那 卡 怎样 永 出 这 个 势 丁 数 呢 ? 我 们 用 “ 偏 积分 "的 办 演 , 即 区 定 
一 个 谈 景 对 另 一 融 量 求 积分 的 方法 来 求 wz, 的， 

因 倪 一 了 ,国定 g 对 vw 求 不 定 积分 , 注意 这 时 积分 常 才 

0 不 是 绝对 常数 ， 面 是 依 散 洒 定 的 g， 确切 地 说 , 附加 的 常数 
项 此 收成 了 的 通 数 , 即 


wle, DD | Plo, yd pw), 
只要 定 出 函数 9( 办 , 势 函 数 wz, 护 也 就 求 出来 了 ， 为 了 求 
8( 纺 , 上 式 对 2% 求 导 得 
7 -高 | Pads+tw ty), 
De 
出 喜 一 所 可 得 


qd- 名 | ?Pastry ly, 


-2 
By 
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我 们 虽 没 有 求 出 针 护 : 但 求 出 了 因 ( 扩 ,所 以 再 对 4 求 积 , 得 
py) -| Q- 高 f Par]ay+o. 
这 样 就 求 出 了 势 画 数 &(z, 明 为 
自 
wr, 力 -JPar+j[@- 夯 [Pa dy+0, 


央 要 说 明 的 是 [Q 一 了 | 了 do] 确实 只 是 y 的 函数 ， 因 
此 对 y 求 不 定 积分 时 ， 只 需 加 常数 项 就 行 了 ， 而 要 说 明 
19- 名 Pom] 只 是 y 的 卫 数 ,只 要 看 它 对 的 偏 导 数 是 否 
伍 为 惟 ee 


襄 [@ -如 人 Pa - 户 -有 友 了 反 


可 后 人 号 可 交 针 导 次 序 的 定理 及 保守 场 条 件 得 


茄 [0 高] 名 -J 


这 样 就 证 明了 我 们 的 结论. 
【 鲍 7] 求 函 数 包 使 
du= (B39: — By + de — bry dy. 
解 ， 这 里 
Ple, =30 -3 +6, 人 (ce = —6my, 
2 _ aP 
Br -8 2y" 
所 以 由 定理 器 知 函数 w(x, 奶 是 存在 的 。 
出 到 = 王 得 
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vw WD 
—T Br + B+ p(y), 
上 式 对 y 求 偏 导数 并 利用 到 -得 得 


bzy — —éxyt p(y), 


pW) =0, 
所 以 P{W =O, 
因此 Ws, HW 一 如一 2002 十 呈 z 十 加 . 


具体 做 题 时 不 要 套 公 式 ,如 上 是 办 法 直接 求 男 数 w(e, 仿 . 


习 题 六 

工 验证 被 积 函 数 为 全 向 分 , 并 计算 下 询 阳 线 积分 ， 
1) 本 TAyFy dr 

《一 1 3 

3 

2) T+ yy 


D1 
2 

3) (TH dT Cr dy; 
TD 1 

人 fa 

) ja 一 


5) [六 ?22 十 洁 着 不 与 9 四 相交 的 途径 ; 


0) 了 5 sy 泊 着 不 通过 华 标 原点 的 途径 ; 
hh vy 
C3 站 


» 全 at do) d+ Cy Bt) dy; 
， 


5 [1 jdu—yar 


三线 y 一 2 相交 的 途径 ; 


人 y in os 这 普 
9 Qsd)art (sin ty cos 和 dy 设 着 不 与 9 


{la 


贺 相 交 的 途径 ; 
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10》 fe ex (cosyar— sinydyy, 

3. 求 原 贡 数 如 , 必 

1) du= (+2ry rt Ce By — 

2) du dr dy tet Cy — ry —ddy, 

3y ar (10ry~ 8) dr — (i — Bt+3) ay; 

4) du Cr 2 Lt Cr — da) ay 

65) du— [r+iyl)er—er dr [er (r+y+l)e ly. 
3. 计算 下 区 曲线 积分 ， 


DY earty oy sa 
ja ” YT 


4 
2) 下 ， Yar tr A wy A 
012. 


RATLY TL > 
EE 其 中 点 (zy 入 ,27 位 于 球 空 + 鸣 


. a 
习 i 


+ 攻 = 由 之 而 点 (to go 的 位 于 球 开 十 纺 二 并 ~ 信之 上 
Kao b> 0). 


了 T 了 .1 散 度 概念 


梯度 是 刻 划 数量 场 在 一 虚 的 变化 状态 ， 而 散 度 是 肇 划 向 
场 在 一 点 的 变化 状态 。 它 同 梯度 一 样 属于 局 部 性 的 概念 ， 

设 空间 有 一 部 分 气体 受热 膨胀 ， 队 而 发 生 扩 散 现 象 ， 气 
体 由 温度 高 的 地 方向 温度 低 的 地 方 流动 ， 气 体 流动 的 速度 在 
空间 不 同 的 点 ， 它 的 大 小 和 方向 可 以 是 不 同 的 ， 癌 定 一 点 来 
看 , 虫 于 时 间 的 推 延 , 气体 的 速度 也 是 在 不 断 地 变化 ， 所 以 气 
体 流动 的 速度 应 该 是 位 置 和 时 间 的 函数 ， 记 为 有 = 下 (2， 纺 
2 提 ， 同 样 , 气体 的 密度 也 是 辽 着 位 置 和 时 间 的 变化 而 变化 ， 
它 也 是 位 置 和 时 间 的 通 数 ， 记 为 P 一 P(e, 名作 ,我 们 设想 
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Ld 


在 这 部 分 空间 中 有 一 封闭 曲面 5, S 所 转移 区 域 记 作 6 同时 
论 用 记 个 记 叶 表示 区 域 的 体积 ), 现在 要 求 流 过 这 一 封闭 曲面 
仿 的 气体 流 芋 . 

现在 的 气体 流速 下 和 密度 p 都 是 时 间 的 函数 ， 所 以 只 
能 求 二 瞬时 气体 流 过 曲面 的 流量 . 二 瞬 时 没有 时 间 间 隔 可 言 ， 
所 请 证 瞬 时 气体 流 过 曲面 总 的 流量 是 什么 意 轴 呢 ? 我 们 想象 
有 志明 时 开始 , 突然 速度 和 密度 都 保持 不 变 , 然后 考察 单位 时 
间 内 流 过 8 的 流量 , 这 个 流量 就 叫做 1 膀 时 流 过 的 流量 . 

求 圭 明 时 流 过 总 的 流量 ， 先 取 一 汕 元 48, 则 二 瞬时 流 过 
98 的 流量 Ge 为 

dg 一 密度 XxX 高 Xx 底 =px 《1D xd5, 

其 中 如 为 史上 的 外 出 单位 法 向 量 ( 图 3- 和)， 所 以 i 脱 时 流 
过 曲面 访 的 流 接 可 表示 为 第 二 型 电 面积 分 


g— [pCYemas. Lh: 
流量 g 的 正 负 号 ， 表 示 气 体 是 由 总 内 (2 
部 向 外 流 还 是 由 8 外 部 向 内 流 ;， 19| 的 大 一 
小 ， 表 示 气 体 在 区 域 旭 内 扩散 得 快 还 是 扩 

散 得 慢 . 若 19! 大 ,表示 气体 在 人 Q 内 扩散 得 ?人 
快 ; |9| 小 , 表示 气体 在 呈 内 扩散 得 慢 ,但 仔细 但 一 起 , 容易 发 
现 用 了 来 刻 划 气体 在 如 内 扩散 快慢 是 不 充分 的 ， 若 有 尊 个 时 
面 6、 Ss, 它们 所 围 的 区 域 记 为 01、0s， 区域 24 的 体积 比 区 
域 介 ;的 体积 大 , 当 气体 流 过 曲面 5、 Bs 的 流量 一 样 时 , 能 否 
说 气体 在 区 起 Qi 与 2; 内 扩散 的 快慢 一 样 呢 ? 图 答 一 祥 显 然 
是 不 合理 的 , 在 流量 相等 前 提 下 , 区 域 大 的 扩散 得 慢 , 区 域 小 
的 扩散 得 快 ， 为 了 确切 地 反映 扩散 快 塌 竹 度 , 我 们 用 下 面 这 
企 量 
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jj oF-nads 


3 
来 刻 划 气体 在 中 内 扩散 快慢 的 程度 ， 事 实 上 气体 在 吃 内 各 点 
扩散 快慢 仍 不 一 样 ,要 更 好 地 刻 划 气体 扩散 快慢 的 程度 ,就 要 
异性 点 处 娄 度 的 概念 
设 4 是 向 是 场 的 一 点 , 取 一 小 区 域 Q 包含 二 点 , 用 号 过 
示 小 区 域 介 的 这 界 , 曲面 & 的 定向 取 外 法 线 方向 ， 流 过 品 的 
流量 除 及 体积 9 得 


pyrnads 


2 
这 个 量 近 似 反 映 气 体 在 4 点 扩散 快慢 的 程度 ， 若 区 域 口 越 
小 , 越 能 近似 反映 气体 在 4 点 扩散 快慢 的 程度 ， 令 区 域 器 监 
缩 起 4 点 时 , 车 上 式 的 极限 存在 , 何 且 与 马 的 形状 无 关 ， 则 称 
极限 值 为 向 量 扬 p 玉 在 4 点 的 省 度 , 记 作 
Jr 
div(p Pa: “lim 

对 特殊 向 着 场 pF 的 衣 认 定义 中 ， 可 以 看 出 变量 主 是 作 
为 常量 看 待 , 真正 变量 是 zy ?、 因此 对 一 般 问 量 场 定义 散 
度 时 ,无妨 只 考虑 稳定 场 . 

设 下 = 玉 (w, y, 2) 为 一 向量 场 , 4 为 向 量 场 中 一 点 ,向 量 
场 五 在 盖 点 的 散 度 定义 为， 


F.nas 
dv F(A) -lm 过- 厅 一 ， 
所 以 , 向 量 扬 五 在 一 点 的 散 度 , 是 向 量 场 五 流 过 封闭 曲 
而 号 的 "流量 ”与 封闭 中 面 吕 所 围 体积 之 比 ， 当 区 域 缩 向 一 
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点 时 比 式 的 极限 。 簿 单 地 说 , 散 度 就 是 向 量 场 的 “流量 "对 全 
积 的 变化 率 ， 

出 定义 可 以 看 出 ,向量 场 在 一 点 的 散 度 为 一 数量 , 对 于 场 
中 不 同 的 点 这 个 数量 可 以 不 同 ， 通 过 求 向 景 场 在 每 一 点 的 散 
度 , 我 们 就 可 得 到 一 售 散 度 呈 , 它 是 一 个 数量 场 ， 所 以 给 定向 
量 场 , 伴随 着 一 个 数 世 扬 div 上， 车 QV 在 0, 我 们 称 向 量 场 
下 为 有 源 场 ;车 div 了 =0, 我 们 称 向 量 场 下 为 无 源 场 . 


了 .全 巩 度 的 计算 


在 散 度 的 定义 中 ， 册 量 场 通过 项 面 的 “流量 ”与 区 域 的 体 
积 , 都 其 客观 存在 的 量 , 与 坐标 选取 光 关 , 所 以 散 度 的 定义 也 
与 坐标 选取 和 无关， 正如 两 向 量 的 数 
量 积 定义 (两 向 景 的 长 度 相 乘 , 再 乘 
以 两 向 量 间 的 夹 角 的 余 兹 ) 与 坐标 
无 关 , 介 为 了 计算 方便 起 见 ,我 们 推 
出 了 直角 众 标 素 中 的 数量 积 公式 一 
样 ， 我 们 也 要 讨论 散 度 在 直角 华 标 
系 中 的 计算 公式 ， 

给 定向 量 场 F， 图 “全 

F=P(w, y, 共计 站 人 y, WTB, y, Dk. 
为 了 求 二 在 #(w, y, 芒 点 的 散 度 ,我 们 取 一 以 4 为 一 顶点 的 ， 
边 长 为 ,oy、 中 的 微 元 ， 这 长 方 体 微 元 的 边界 矶 平行 于 华 
标 面 (图 3- 各 ), 8==dzdydz， 边界 面 8 由 六 个 平面 组 成 , 注 
意 求 极限 


| FF.nas 
1 四 
Wg 
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就 是 求 | .ntd8 中 关于 OQ=dady 由 主要 部 分 的 系数 ,而 好 


§ 


关于 翼 史 它 的 高 阶 无 穷 小 项 抹 去 ,为 了 简单 起见 , 我 们 直接 
求 | PP.mas 中 关于 dwdy dz 的 主要 部 和 分， 最 后 也 用 不 到 再 


取 极 限 ,这 也 就 是 微 元 法 的 大 起 . 
要 求 | -nas 前 主要 部 分 ， 我 们 分 成 六 个 平面 分 别 考 


虚 , 按 图 3- 和 2 称 之 为 上 下、 左 、 右 、 前 .后 六 个 面 . 
注意 到 左面 的 外 法 线 方向 为 一 6 所 以 流出 左面 前 流量 


为 
F:(—Ddyds= —P(%, y, oy de; 
注意 到 石 耐 的 外 法 级 方向 为 所 以 流出 右面 前 流量 为 
Fidydz— P(ridr, y, 2) dy ds 

ap 
-| Fw 纺 加 十 中 如 | dy dz; 


注意 到 前 面 的 外 法 线 方向 为 一 多 所 以 流出 前 面 的 流量 


Fi(—Idrds= —0{, y, 2 ds ds, 
注意 到 上 后面 的 外 法 线 方向 为 记 所 以 流出 后 面 的 流量 为 
Ff drdz—Qtr, y+ dy, saw ds 


-[Qte & D+ ay] dods 
注意 到 下 面 的 外 法 统 方向 为 一 台所 以 流出 下 面 的 流量 


为 
F.(—hdvdy= — Ry, y, Dadsdy; 
再 注意 到 上 面 的 处 法 线 方向 为 形 所 以 流出 上 面 的 流量 
为 
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Fkadrdy= Rirw, y, 2+ds)dray 
= | Rw, 肪 分 十 强 必 ] dr dy, 
把 上 面 六 个 平面 的 流量 相 加 得 
320 | DR 
(县 + 汪 坟 +t ) ddy de, 
即 为 J 了 -hd9 的 主要 玫 分 ,所 只 上 4 点 的 散 诬 为 
4 


[Ends 
div F(A) ~lim < 


( 侍 + 竹 20 | dedyastoldrdyd) 
-lim ET 
.2 
本 Tay 上 . 


可 见 , 求 向 量 场 殖 的 散 度 非常 容易 , 它 等 于 下 的 4 分 量 
对 wm 求 仿 导 数 ， 加 1 下 的 gy 分 量 对 gy 求 偏 导数 , 再 加 上 耳 的 
2 分量 对 z 求 偏 导数 . 

[例如 求 divr, = 过 二 z7 二 于 ， 

解 ， 因 了 =%, 驴 =2 如 = 为 所 以 

or 


[ 例 台 来 div, 同上 题 , = if 


解 ， 因 
-开间 一 R- 
PE, @- 卫 RZ 
8) _€ (£)=- oor_1 名 
Ow% Or\r” r Tr 7 
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0_1_F BR_1.»” 


动 7 8 
ss 站 
所 以 dr 人 全 rr 


[全 3] 求 divGrx), 同上 题 ,为 常 癌 其。 
解 : 设 qa=aif-t 87 二， 


二 
FXH= RR 和 2 
opBy 
= (yy BOE (as— ym)F + (Bray) k, 
因此 P=7yy—pr, R=0%—Yr, R= Pr—ay, 
所 以 dvtrx 四 = 于 + 症 + 各-0. 


利用 前 面 引 入 的 算得 剖 量 
=( 坟 2 22) 
Br OF’ Bs/" 


di 五 一 V 如 ， ， 
这 里 算 符 向 量 与 通常 向 量 的 数量 积 , 定义 为 的 分 量 分 别 作 
用 到 五 的 相应 分 量 上 , 然后 相 加 .定义 虽 杖 与 通常 向 量 的 数 
量 积 定义 一 致 ,但 其 运算 规则 需要 按 新 定义 重新 建立 , 如 算 符 
向 量 Y 与 通常 向 量 六 的 数量 积 为 一 函数 ; 上 反之， 通常 向 量 下 
与 算 符 向 量 Y 的 数量 积 了 FV 访 不 再 起 函数 ， 诉 是 一 个 新 的 
算 符 : 


散 虞 可 以 记 为 


日 
Be 


这 说 明 它 们 没有 六 人 所 不 能 招 通 沿 量 的 数量 可 规划 
不 加 证 明 地 报到 有 算 符 向 县 参 与 的 数量 积 运算 上 去 ， 
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P22 站 ta 二 +R 各 


[ 例 科 求 向 量 汤 ve= (3E， 代 ， 公 的 共度 


dr’ Oy’” Bx 
A A 


2. 3 3 
- 关 + 交 + 名、 
车 和 完 作 算 符 向 量 V 的 数量 积 , 得 一 新 的 算 符 ， 
VT. 
Or ér dy dy bh 
-1 新 + 部 
然后 再 作用 到 函数 上 得 
GD 2 。 
一 般 书 上 都 把 新 的 算 符 YY 记 作 A, 
VV CTV i AY. 
[ 例 引 证 明 V: CF) 一 Vw Ftuv:F. 
解 ， 由 算 符 向 量 与 通常 向 量 的 数量 积 定义 知 ， 


.GD uP) + 部 Cg 二 Ge 本 


-名 ,Ptu 于 + (gtruaa) 


Or Br By ay 
Bu aR 
有) 
Wp WD ps, oP, R98 
(EP 采光 有 to( 入 + 我 + 贸 ) 
=Vur FtuvF. 


设 名 5 为 数 景 场 , 由 例 5 可 得 一 非常 有 用 的 公 武 ， 
VIVID Vo Va vv Vu, 
即 Vo (VVH) = Vo VE AU. 
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7.3 奥 民 公式 

区 到 气体 扩散 的 例子 ， 设 圣 闲 曲 宙 8 图 成 的 区 域 为 名 ， 
己 知 土 朋 时 流 过 封闭 归 庙 咏 的 流量 为 

jl pV.nas, 
其 中 于 为 他 的 外 法 线 方 向 ， 下 是 速度 ，p 为 密度 ， 现 在 米 算 
一 算 区 域 如 工 在 f 瞬时 扩 籽 出 来 的 气体 总 量 . 在 怠 上 取 - 微 
元 490, 该 微 元 上 的 散 度 为 divCp), 所 以 该 微 元 上 气体 扩散 
出 米 的 量 dg 为 
do dir (pV yan, 

因此 区 域 台 上 扩散 出 来 气体 总 量 9 为 


“用 divCp FY dn. 
a 
根据 质量 守恒 定律 : 在 咀 时 所 
区 域内 扩散 出 米 的 其 = 流 过 边界 面 的 流量 . 
慑 得 [av erao= ov -nas, 


a 六 


光一 般 的 向 量 场 五 = 了 Pit+QIY+ BE, 也 有 类 人 羽 的 公式 : 
| divF dn— | F-nds, 
内 全 


其 中 天 是 及 的 外 法 线 方向 , 这 个 公式 称 为 器 民 公 式 ， 并 将 其 
写成 定理 ; 

定理 6 设 画 数 己 (4 gy, 四 、Q(2, yD)、R(w, 9 由 在 
区 域 台 十 8 上 具有 连续 的 偏 导 数 ， 取 5 的 外 法 线 方向 为 曲 阁 
的 正 向 , 则 有 
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Wa ( 引 + 如 + 2 ) aaya 


-le COSa gene Br Ros a. 
ES 


其 中 eosa, cosB, cos 为 妊 前 方向 余 苞 .上 面 的 公式 还 可 写成 


J 


-eureuasaaoa， 
na 

【证 明 】 我 们 对 特殊 区 域 如 以 证 胃 ， 没 区 域 既 可 看 成 由 
上 .下 两 个 曲面 图 成 , 又 可 看 成 自 左 、 厂 两 个 曲面 国 成 , 还 可 看 
成 由 前 ,后 两 个 星 面 图 成 . 她 球 . 炸 球 等 区 域 就 属于 此 种 区 城 . 

证 明生 氏 公 式 相当 于 分 别 证 表 下 夯 三 个 公式 成 立 : 

BP 
川 条 dy 号 一 | Peosad8, 


折 恕 Mv ly dz— | Qo Bas, 


咱 竹 dzdy di— [Bearas, 


这 三 个 公式 的 证 明 方 法 一 样 ， 我 们 以 第 三 个 公式 为 例 吉 以 证 
明 . 


设 区 域 台 在 my 平面 上 的 投影 区 域 为 Ds, 它 由 上 、 下 两 
个 曲 面 及 侧面 为 柱 面 所 围 成 的 区 域 (图 3-43), 并 设 上 面 的 曲 
面 吕 > 其 方程 为 


sm, 的 ， 
下 面 的 曲面 $:, 其 方程 为 
2— er, Y), 
侧面 记 作 只、 现在 分 别 来 算 三 重 积分 与 第 二 型 曲面 积分 
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由 三 重 积分 计算 公式 得 


用 强 dodyao- ew “nOR 0, 
Er 


a OF 
-Je DIME 
了 
= [fa y, a(t, Wd dy 


一 jl Ry, y, 21l%, WD) drs dy. 


又 由 第 二 型 曲面 积分 计算 公 
式 ， 并 注意 在 8 上 easy ==0; 在 
go 的 上 侧 法 向 量 为 


N-(- 锡 ， -名 起 


在 总 的 下 合法 向 量 为 
Bz， Be 
N= (名 从， -1), 
3 这 样 可 得 
ji Rg, y, 2) eoa yas 


的 


-J esrast]| Reosy st Roogy ag 
-中 


4 

上 Remy d+ || Rewer os 

= 下 ae y, ac W)) drdy 
Dry 


+|| Rl 及 za, YF)) dr dy, 
Dey 
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比较 三 重 积 分 各 曲面 积分 的 计算 结果 , 即 得 
eon 本 
用 多 td 用 Rem7 ds, 


辐 理 可 证 
[Sarovar-|| Pesaas, 
a Eb 
名 || Qnpds, 


三 式 相 加 即 得 奥 氏 公式 .] 
证 明 的 实质 是 服 到 微 积分 基本 定理 ; 


utr AR Bz 
[ -dz 
nn Ge ns 


然后 再 在 等 号 两 边 对 区 域 Ds, 取 章 积分 ， 左 边 取 重 积分 即 为 

区 域 9 上 的 三 重 积分 ; 右边 到 重 积分 即 为 边界 曲面 号 上 的 第 

二 型 商 面 积分 ， 所 以 奥 锋 公式 是 微 积分 4 

基本 定理 的 淮 广 ， & 
最 后 我 们 要 指出 ， 昌 然 我 们 只 对 特 5 

殊 区 域 证 明 奥 代 公 式 成 立 ， 事 实 上 对 一 

般 区 域 身 氏 公式 也 成 立 ， 吉 图 3- 虹 所 4 

示 , 区 域 Q 为 单 连 通 区 域 , 但 不 能 看 成 由 8 

上 , 下 两 个 曲面 所 围 成 ， 这 时 我 们 可 用 a 

辅助 面 中 把 区 域 @ 分 成 两 个 区 域 必 图 

与 gl 相应 的 边界 曲面 也 分 成 与 名 ， 对 于 2 与 004 来 讲 

属于 定理 证 明 中 所 述 的 特殊 区 域 . 因此 奥拓 公式 成 立 , 有 


作 ( 交 + 吕 生 Janaw 


一 i (Peosa QcosB FReos yds, 


局 TS 
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其 中 品 的 方向 向 下 ; 
咱 徊 : 晤 + + 38) ardyas 


(Peogat+Qeos B+ Reosy) es, 
Fata 

其 中 Ss 的 序 壤 向. 上. 

上 面 两 式 相 加 时 , 左边 和 即 为 区 域名 上 的 三 重 积分 ; 右边 
旦 更 两 个 在 由 协 gs 上 的 曲面 积分 出 于 这 两 个 曲面 积分 方向 
相反 , 其 值 鉴 一 符 身 ， 想 加 时 正好 抵消 , 镜 下 的 是 总 与 Ss 上 
的 油 夯 积分 ， 也 就 是 整个 边界 面 吕 上 的 曲面 积分 ， 所 以 对 这 
种 单 连通 区 域 奥 民 公式 仍 成 立 ， 

对 任意 单 连通 区 域 和 多 连通 区 域 奥 氏 公式 都 成 立 。 如 避 
为 加 十 形 区 域 , 它 的 边界 面 如 游泳 救生 图 的 表面 (图 3-45) ,这 
是 一 个 单 连通 区 域 .又 如 为 两 个 同心 球面 所 围 成 的 区 域 (图 
3-46), 边界 面 S 钢 在 由 两 个 球面 组 咸 ,曲面 的 正 向 对 区 域 8 
面 言 是 外 侧 , 所 以 外 球面 的 正 向 应 向 外 , 内 球面 的 正 向 应 指向 
球 中 心 , 奥 开 公式 中 的 曲面 积分 理解 戌 两 个 山区 积分 相 旭 . 
奥 氏 公式 指示 三 重 积分 与 边界 昌 面 积分 之 间 的 联系 ， 利 
用 这 个 联系 我 们 可 以 通过 求 三 重 积 分 来 求 曲 面积 分 . 
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【 例 9 计算 山 面积 分 
自 =aezrazae-esdeay， 
全 
其 由 总 到 十 扩 二 一 好 的 方向 取 外 法 线 方向 . 
解 ， 由 册 氏 公式 得 
dvdrt yddrt ardy 


= /| 8 十 瑟 十 29d 的 由 


Fa Ra 
8 ~ dd dp fp asin pd, 
了 下 -人 P P 
3 pr 12 
名 B 本 [ sing dp— i. 
[ 例 7] 计算 曲面 积分 
f my dz yr dz sd dy, 


入 


其 中 8. (w 一 中 + (一 了 3 十 (4 一 60)? 一 BS, 方 向 取 外 法 线 方向 . 
解 : 出 奥 氏 公式 得 


$ wyds- yr drdy-t sdady 


~|/ aceryt ddaya. 
Er 
计算 三 重 积分 时 , 我们 可 以 利用 求 密度 为 1 的 球 的 重心 公式 ， 
并 注意 球台 的 重心 为 (a, 5, 0), 得 
J faaviyas= at ns, 


nm 


| 川 pwew- ba 


a 
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者 sdrodyds —e -a 
0 
所 以 
$e dy de gy? dz dw-!- dvdy = Eat b+o). 


【 价 8] 设 包 是 空间 区 域 吕 上 的 二 阶 连续 可 微 的 本 
数 , 人 2 的 边界 记 为 S, 证明; 


有 名 dB ~ 吕 VosvudO 十 jj viudn. 


其 中 用 为 及 的 外 法 线 方向 ， 
解 ， 出 方向 导数 公式 
Su = 六 COg + eon 2 IY 
一 Yu 有 (Rn 区 他 齐 
押 久 由 与 氏 公 式 得 


v renas- 川 VCovada， 
利用 鲍 5 后 的 说 明 , 有 


中 | "runas- - 咱 vo-vudo+t |[] vdudty, 


了 


可 
即 得 人 器 -= J verweant ffeaman. 
这 个 公式 是 定 积分 分 部 积分 公式 的 推广 ， 在 实 昧 问题 中 非常 
和 有 有 用、 
习题 七 
1. 证明; 
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上 相反 


1y divtp4Gcy-dirmrhairG; 
2) div wo) 一 Cgardu te 为 常 向 量 }. 


， 求 divtgrad 了 (7)), 其 中 = Y 到 十 太 十 区 在 化 么 情况 下 


divCgradf(D) 一 09 


， 计算 : divL 了 C7} 0], 其 中 © 为 常量 . 
- 求 div[7D 门 ,在 秆 么 情况 下 此 向 基 的 数 度 为 玲 ? 
- 征明 : 由 曲面 帮 所 包围 的 体积 等 于 ; 


Le Jf eseosatyeosp + zoosy)as, 


不 中 eosu, 60sF, eosy 为 牙 面 号 的 外 法 线 方 向 余弦 . 


， 计算 下 列 第 二 型 曲 甸 积分 : 


1) radyas tydr art de dy, BS. w+ 二 并 


2) 由 ty， 式 中 信 为 并 方 体 0<zsa 与 
3 
Dysa 与 0&z<a 的 外 个 ; 
3) Pdart eyar drt ed dy, 总 为 下 列 曲面 =0、#=b、 
全 
型 二 只 一 中 所 围 圆柱 体 的 边 春 ; 
2 


3 局 
4) parar tye dd tr de dy, 8. 到 + 竹 二 本 一- 


， 计 算 


| (mie05a + eosB+ a cosy) As, 
总 


寂 中 号 为 圆锥 面 唱 二 多 一 基 (0 生 gs 二 及 的 一 部 分 , cosa、 co0s Beosy 
为 比 曲 面 外 流 线 方向 余弦 
[提示 : 加 平面 : z= 与 丰 + 名 所 如 后 ,成 为 封闭 曲 画 .] 


. 证 明 : 管 仿 为 封闭 此 面 , 而 ?为 任何 置 定 方向 , 则 


ju myas=0, 


于 以 吕 的 外 法 线 ， 
[提示 : 设 1 #9 为 单位 疝 量 , 则 4m 二 cosQ, m2 .] 
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9. 计算 
Pees Cr, mao, 


式 由 8: 太 二 二 0 一 
10. 计算 
6$ or mn) 8， 
3 
焉 中 一 好 十 好 十 纺 ，7 |ri. 
3) SB. s+ 
Ea 


及 5 于 


3) 5; 为 不 包含 原点 的 封闭 曲 面 . 
11. 该 #=Wtz) 级 8) 十 三 维 昭 和 函数 , 取 洪 中 方程 : 


Fu Ow 


Ena yl ” 


证 明 : 1 全 全-Ji Wl ) + 人) pa: 


2) 车 w=wl4x, Y, ?) 在 边界 面 妨 上 恒 为 零 ， 则 在 区 域 侣 上 恒 为 
零 . 


第 八 节 旋 度 与 斯 托 克 斯 公式 


号 ,1 旋 度 概念 


与 在 讲 粮 度 之 前 , 先 引 入 方向 导数 的 概念 一 祥 , 在 讲 旋 度 
之 前 , 我 们 先 要 引入 方向 旋 量 的 概念 ， 

以 一 桶 水 为 饮 ( 图 3-47)， 图 中 表示 从 上 面 看 下 去 的 水 桶 
图 ， 桶 里 的 水 已 被 搅动 过 了 ,图 中 辣 量 表示 水 流速 度 了 ， 桶 
旁 画 了 一 个 小 惨 轮 ， 假 设 这 翼 轮 安置 在 一 个 没有 摩擦 的 轴承 
上 .然后 把 小 融 轮 水 平地 放 入 水 畏 的 中 心 ， 改 轮 就 会 消 反 对 
针 方 岛 旋转 起 米 . 无 论 把 恬 轮 水 平地 放 在 桶 内 那 一 点 , 由 于 器 
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轮 一 边 的 水 流速 度 较 大 , 它 都 会 被 水 推动 而 旋转 起 来 . 这 时 
我 们 就 说 ， 桶 内 每 一 点 都 有 绕 轴承 方 
向 的 方向 旋 量 存在 . 
又 如 图 3-48 表示 河道 里 的 水 流 
图 , 在 接近 水 面 处 水 的 流速 快 , 河 河 床 
外 水 的 洲 速 较 乙 ， 虽 然 每 一 水 质点 作 
直线 运动 ,车 把 到 轮 垂直 地 放 入 河中 ， 
由 于 上 面 的 水 流连 度 比 下 面 的 快 ， 所 Ee 
以 器 轮 就 会 顺 时 和 针 方 向 旋转 起 来 ， 我 图 3249 
们 就 说 要 轮 所 在 的 点 , 有 绕 轴承 方向 的 方向 旋 其 存在; 若 把 避 
轮 水 平地 放 入 河中 ， 则 壳 轮 不 会 旋转 ， 我 们 就 说 辟 轮 所 在 这 
点 , 绕 现在 的 轴承 方向 的 方向 旋 量 为 零 ， 


这 例 说 明 若 向 量 场 在 每 一 点 的 方向 相同 ， 可 以 有 不 为 堆 
的 方向 放量 存在 ; 还 说 明 在 同一 点 , 由 于 方向 不 同 , 方向 旋 量 
可 以 不 同 . 

怎么 定量 地 来 描述 方向 放量 呢 ? 我 们 知道 普 轮 是 否 旋 转 ， 
出 婴 轮 边界 所 受 作 用 力 的 力 撼 总和 来 决定 。 为 篇 化 起 见 , 把 
轻 轮 盔 想 化 后 ,看 成 是 一 个 半径 为 7 的 圆周 , 党 轮 刚 放 入 时 堪 
速度 为 零 ,经 如 时 间 后 , 在 也 那 一 小 段 上 受 流 速 了 的 作用 ， 
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VV 的 乘 直 分 量 对 宫 疮 旋转 不 起 作用 ， 所 以 我 们 只 考虑 它 的 切 
向 和 分量 天- 吉 这 里 二 表示 池上 一 点 的 单位 切 向 量 ,并 设 出 那 
一 小 眉 赦 得 率 度 了 -二 根据 “动量 的 改变 等 于 冲 量 " 定 律 , 我 们 
来 求 要 轮 所 受 的 力矩. 

设 p 是 避 轮 的 组 密度 ，po 也 为 舟 那 一 小 友 屈 轮 的 质量 ， 
p44) 时 家 小 生 切 线 方 向 的 动量 改变 ， 玉 表示 二 那 一 小 
路 记 受到 的 切 向 力 , Ar 邯 为 切线 方向 的 冲 量 , 因此 

PAVE = Fe, 
由 此 可 知 或 逆 一 小 段 ,在 dr 时间 内 受到 的 力矩 为 ， 
pr VD 
对 每 一 小 投 上 的 力 年 加 起 来 , 取 极 限 , 即 得到 作用 在 翼 轮 上 的 
总 力 刀 ; 
总 力 佑 一 部 | (VW' 坟 
这 里 翼 轮 工 的 方向 与 凤 轮 轴承 选 定 的 方向 n 成 右手 系 . 

因 线 密度 p、 半径 7 及 考察 时 间 4r 不 为 零 ， 所 以 若 总 力 
抵 为 鹤 , 即 | 玉 z 相 一 0 则 及 疮 不 族 转 , 我 们 就 说 性 轮 记 在 点 
绕 如 方向 的 方向 施 芋 为 零 ， 车 力 短 不 为 零 , 即 下 民权 大 0 
风 权 办 旋转 , 我 们 就 说 惨 轮 所 在 点 绕 负 方 向 的 方向 族 量 存在 ， 

当 玫 th>0 时 , 族 转 方向 与 画 成 右手 系 | 当 [Vtdl<0 
时 , 旋转 方向 与 拓 成 左手 标 . 
办 轮 网 转 的 快 复 , 不 仅 与 | 了 .dl 有 关 ， 还 与 要 匈 的 半 


径 有 关 .， 我 们 知道 ， 
总 力矩 x 时 间 = 转 动 雏 量 x 角速度 的 改变 量 ， 
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法 轮 刚 放 入 时 , 角速度 为 堆 , 经 时 间 4 后 , 角速度 为 又 知 
图 内 前 畦 动 惯量 为 
质量 x 距 离 * 一 2mrp*y2， 


有 0 pdt mnpere. 
所 以 在 S| Vt Zrpe ew, 


人 Fr 
化 简 得 上 


亚信 

这 式 表 明 线 积分 除 以 荆 所 转 的 面积 ， 恰 好 是 角速度 的 两 
倍 , 而 角速度 完全 肇 划 尼 轮 绕 轴 承 方 应 的 旋转 ， 这 祥 , 我 们 就 
可 以 引入 向 量 场 在 4 点 绕 各 方向 的 方向 旋 量 的 概念 ， 

定义 ”给 定向 量 场 五 及 场 中 一 点 生 由 半点 任意 引 一 方 
向 如 ,以 外 为 法 向 量 作 一 小 平面 忆 同 时 六 也 表示 水 平 而 的 而 
积 ), 它 的 边界 记 作 工 , 按 工 与 8 成 右手 螺旋 法 则 确定 荆 的 正 
向 (图 3-49), 当 妊 收缩 成 一 点 和 时 , 如 果 下 


式 要 CY 
| F-tal 4 z 


二 工 
lm ty 34 


存在 , 是 与 S 形状 无 关 , 则 称 极限 值 为 至 在 4 点 绕 全 方向 的 
方向 旋 量 ， 记 作 如 ， 党 义 中 的 线 积 分 称 为 吾 沿 闭路 五 的 “ 环 
量 ” ji 也 称 作 三 在 六 点 绕 玫 方向 的 “ 环 量 面 密度 ”. 

有 了 方向 旋 量 的 定义 , 我 们 即 可 引出 施 度 的 概念 ， 因 为 
过 4 点 可 以 引 无 数 个 方向 ,就 可 以 在 和 4 点 求 出 无 数 个 方向 旋 
量 , 比较 这 些 方 千 旋 最 的 大 小 , 就 获得 旋 度 的 定义 . 

定义 ”向 量 场 巨 在 44 点 的 旋 度 是 一 个 向 量 , 它 的 方向 是 
使 方向 旋 重 达到 最 大 的 郑 个 方向 ， 它 的 大 小 就 是 绕 该 方向 的 
方向 旋 基 , 
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要 使 定义 有 意义 , 必须 说 明 在 4 点 的 无 数 个 方向 旋 量 中 ， 
确实 存在 最 大 的 方向 旋 量 .下 出 就 来 说 明 这 一 点 ， 

设 给 定 一 点 44， 及 一 个 方向 扰 以 二 点 为 顶点 作 一 四 面 
体 ， 王 而 平行 于 释 标 面 ， 一 面 .BC2 使 它 的 法 向 量 恰 好 为 如 
三 角形 .8CD 的 画 积 记 为 8 (图 
3-50) ,二 角形 40D, ADB, ABC 
前 面积 分 别 记 为 Ss, S, 8。 根据 


投影 关系 有 
gS SB 
COstn, 1) COs(m, y) 
二 一 总 - 
图 3-50 costn, 为 


这 里 我 们 先 假 设 向 量 旬 的 三 个 方向 余弦 均 大 于 零 的 情形 ， 至 
于 有 一 个 或 几 个 方 击 余弦 小 于 零 时 一 样 可 唆 讨 论 ， 

现在 总 就 芭 作 方向 旋 量 定义 中 的 六 当 六 收缩 到 4 点 的 
过 程 中 , 它 的 法 向 量 永远 保持 为 只 ， 所 以 由 方向 施 量 的 定义 ， 


| betadl 
Er 


上 式 分 子 中 的 线 积分 可 以 拆 戌 三 个 闭路 上 线 积 分 之 和 ; 
| ta | Fiat| Fta 
BLB AtDA TADBA 


hs = lim 
Ee 


+ Eta, 


这 是 因为 把 上 式 右 端 每 个 分 解 成 三 个 直线 段 上 积分 时 ， 在 直 
线段 48, 40, 4D 上 的 线 积分 出 现 两 次 , 这 两 次 中 的 线 积 分 
方向 相反 ,正好 抵消 ， 剩 下 的 加 起 来 恰好 是 闭路 8CDB 上 的 
线 积分 ， 因 此 


—356— 


| Ftat| Ftat+| Ftat 
,= im A054 ADBA Br 
"a 


人 Foto 
= lim i cos(n, 四) 


SA 


| F.tal 
二 costn, 约 
y 


Ftal 
i 四 | 


当 号 收缩 到 4 点 时 ， 要 求 其 它 三 个 面 各，Sw Ss 永远 与 
坐标 面 平行 , 此 也 收缩 到 4 点 ,根据 方向 旋 量 的 定义 , 部 得 ， 
hn = Roz Cog ry, 四 十 各 cos(n 由 十 和 cog(ny 7) 
上 式 囊 明 , 只 怠 知 道 绕 三 个 坐标 办 方向 的 方 问 旋 量 , 好 可 
求 出 绕 任 一 方向 的 方向 旋 盟 ， 我 们 引入 向 量 名, 
R= (hs, ly, hs), 
则 上 式 可 写成 
h,=h:n— |h| coth, n). 
式 中 因子 | 下 | 仅 与 点 筷 有 关 , 与 和 无 关 ; 而 后 一 因子 当 役 与 天 
方向 一 至 时 ,有 最 大 慎 1， 所 以 当 n 取 月 方向 时 ,方向 族 量 达 
到 最 大 值 , 且 最 大 值 为 ' 有 |， 这 也 证 明了 向 量 场 吾 在 总 点 的 
旋 工 即 为 向 量 有 , 记 作 
rot F—h= Cy, hy, ha) . 
绕 于 方向 的 方向 旋 量 就 等 二 旋 寥 在 中 方向 的 投影 . 
hb Crot hy) of 
问 量 田 书 中 每 一 点 都 可 以 求 它 的 施 度 , 不 同 的 点 族 诅 可 
以 不 同 ， 这 样 ,给 定向 量 场 伴随 着 一 个 新 的 向 量 场 rot 下 . 


一 387 一 


若 rot 下 去 0, 称 疝 量 场 下 为 有 旋 场 ; 车 rot 了 =0, 称 向 量 场 下 
为 无 旋 场 ， 


恕 . 它 。 旋 度 的 计算 
怎么 求 4 点 的 旋 度 昵 ? 由 .上 述 可 知 , 只 要 求 出 绕 三 个 华 
标 轴 正 向 的 方 淘 旋 量 即 成 .为 了 
求 4 点 绕 w 轴 正 癌 的 方向 旋 量 


LF 4s， 我 们 以 4(w, 2 如 为 顶点 作 
re 一 小 给 形 ， 使 它 平行 拉 纪 平面 ， 


边 长 分 别 为 dy, z2， 小 矩形 边界 
” 记 为 L， 方 向 与 % 轴 正和 疝 成 右手 
机 螺旋 规则 (图 3-51)， 那 么 对 于 向 
图 3-5 县 声 
F= P(g, y, 区 计生 人 y, DF+RE, y, DE, 
我 们 米 求 级 积分 


中 


Fta 
的 主要 部 分 . 
把 小 矩形 边界 分 成 左 、 右 .上 下 四 条 线段 ,注意 到 左边 线 
段 的 切线 方向 为 一 此 ,所 以 
下 ,一 天 yd 一 —R(z, y, 2) oe; 
注意 到 右边 线段 的 切线 方向 为 上, 所 以 
Fkdz— Rs, yt dy, 2 de= [ac 及 + 人 ds 


注意 到 下 面 线段 的 切线 方向 为 3, 记 以 
Fjdy— tr, y, 2) dy; 
再 注意 到 上 面 线 朋 的 切线 方向 为 7, 所 以 
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豆 (用 ty- 一 Q(z, yp 十 大 而 
-[ee y D+ 人 和 ay 


把 上 面 四 个 结果 相 吉 ， 即 得 “ 环 量 ”| 环 .# 吧 的 主要 部 分 
为 


( 嫩 - Baya, 


工 所 围 面积 Sdydz, 因此 


同 理 可 以 求 出 


所 以 对 于 4 的 区 座 疝 是 为 
aR_ -apP _ 98 
rot F= By 级) -( 徊 一)7 


8 8aP 
(RE 
为 了 便于 记忆 , 我 们 采用 算 符 写 法 
i J Ek 
a nD 
Trot F-- 总 证 好 -vxF 
P QQ BR 


这 说 明正 的 族 度 就 是 算 符 向 量 V 与 向 量 下 的 向 量 积 所 得 的 
向 其 ， 
f 鲍 1 求 rotr, 其 中 一 sityf 革 2。 


一 359 一 


解 : 


t 7 下 

.13 8 2@ 
Wr- 就 
y EE 


(多 


[ 鲁 习 求 rob 开 ,其 中 一 噶 499 二 号 ,7 一. 


i 7 
日 .2 
rot -一 =-| Br 到 名 
名 了 三 
人 7 7 

(- 攻 + 攻 jit(- 器 - 阁 )7 


[ 例 3】 求 zrot(r x 中 ,Tr 同 上 题 , 为 常 庙 量 ， 
解 ， 设 g=ai+ B87 二 Yk, 则 
rxa—(yy— Bit (or— Yr) $+ (Bz — oy)k, 


所 以 
E j E 
日 a 8 
) 
rot(r Xo) pi py 豆 


28 一 Be -TU Br—ay 
= (一 ec 一 罗 于 (一 8 一 8) 7《 一 ?一 入 天 


一 一 2 
[ 钢 4 和 证 阴 , Vx CF)=Vux FiuvxFE, 
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解 : 


i 了 kl 
VX (uF) = 训 芳 总 
也 ut uB 
-e-em 
+[( 儿 Ptw 萄 )-( 品 2rv 八 )]3 
上 [各 rw 全 (党 P+ )|k 
-|( 名 有 名 9)ii( 活 P 当月 7 


二 (全 4 吕 月 昌 [( 匣 -人 
人 -和 全- 区 人 Fe 
Vux FiuvxE. ep) 


BB,3 斯 托 克 斯 公式 
也 CR 


已 知人 向量 场 至 在 4 点 绕 包 方向 的 方向 旋 量 ， 就 是 上 点 
欧 旋 度 在 在 方向 上 的 投影 ， 即 


| Ftdl 
hy -lim 
ot FP) en 
根据 这 一 局 部 关系 式 ， 我 们 来 图 3 对 


建站 整体 的 关系 式 , 设 为 一 空间 曲面 , 它 的 边界 为 工 . 工 的 

方向 与 总 取 定 的 法 线 方向 威 右 于 系 . 用 - - 些 有 曲线 网 把 分 成 

让 个 小 其 AG 一 1 2,， 8)，454 的 边界 记 为 4 候 = 十 
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3, …， 交加 雪 33)， 当 分 割 充 分 购 时 , 每 个 4S, 近似 看 成 平 
面 , 设 4 为 458: 上 任意 一 点 , 该 虚 旋 度 记 为 Yot 所 ,法则 量 记 
为 如 , 则 由 上 式 得 近似 等 式 


J FE dt tot Fi HAS 
a 


对 求 和 和 时， 注意 车 如 ,与 284rz 为 相 领 的 两 小 块 ， 相 加 时 ， 
这 两 小 块 的 公共 边界 上 的 线 积分 正好 出 现 两 次 ， 但 这 两 公共 
边界 上 的 线 积 分 方向 往 反 , 故 恰 好 抵消 ， 这 样 对 5 求 和 时 ,所 
有 公共 边界 上 的 线 积分 痢 两 两 抵消 , 剩 直 的 是 民 上 的 线 积分 ， 
所以 


| Ftd rot Poni 45 
令 1451 一 0, 就 得 到 斯 托 克 斯 公式 : 
: 了 | ro F-nas, 
设 F=PitQf+Rk, n=cosagi+co8BF 一 009Y 起， 则 公式 可 
写成 分 量 形式 (Ea= (ad%, dy, dz)). 
| Per 从 dy 二 及 由 


-用 (如 - 渭 esat( 2P_ 28) oa 8 


EP 《人 
a8 bpP 
+( 妥 - 守 ) sy]a5, 
Coga CoB cosy 
或 | Pas+Qayt R= i 去 言 过 
“IP Q@ BB 
这 祥 , 我 们 战 有 下 面 定 埋 ， - “ 
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das, 


定理 了 设 Ptw, y, 区、Q(v, y, 四 、B(z, 2 芒 在 包 仿 
曲面 上 号 的 区 域 上 具有 连续 偏 导数 ，D 的 边界 为 工 ， 工 的 方向 
号 驴 的 法 线 庆 各 组 威 右手 系 ， 则 有 

Perowrae- 人 各 强 )eos 区 


+ elas 


【证 明 】 我 们 对 特殊 监 面 总 加 以 证 明 . 设 晶 面 总 既 可 以 

用 = 一 ze, 9) 表示 ， 又 可 以 用 % 一 +(y, 2) 表示 ， 还 可 以 用 
y=y(w, 2%) 表示 .。 要 证 斯 托 克 斯 公式 ， 只 要 证 明 下 面 三 个 公 
式 成 立 ; 
ll) syds, 


ear- 组 vonyd8- 用 全 oaea8， 


| Re | | 经 omed3 一 | 如 cadS， 


| 可 
EE 

他 以 第 三 个 公式 为 例 加 以 证 明 。 设 固 面 8 的 方程 为 
2 一 2 9), 8S 在 sj 平面 上 的 投 3 
影 区 域 为 c， 曲 线 工 的 投影 明 线 yy 
为 为 它 是 区 域 o 的 边界 , 并 设 和 fC 
的 参数 方程 为 

人 (out eB) " 

y=y(), 0 vo 
明 面 5 曲线 开 、 曲线 入 的 方向 见 图 35 


图 3-53, 设 二 白 a 增 全 时 ,对 应 出 线 入 的 正 问 , 那 末 工 的 参 
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数 方 程 六 
ea), 
y=y (1), 
ssett), yt)), 
当 芋 自己 增 至 对 应 工 的 正 向 . 
由 第 二 型 曲线 积分 计算 公式 , 得 


J Ba: RCC, yD, aa) 


x [3 EO + yD 
若 把 上 面 定 积分 看 成 曲线 入 上 的 曲线 积分 计算 公式 ， 那 末 可 
得 
J R=| Rw, st WD) Em 
二 有 wzo 四 ) 表 呈 
再 应 用 格林 公式 得 


[ne- 作 外: 黎 各 名 14 六 
(名! 名 和 名 -x 六 


aR 6 2R a 
- 咱 字 ER 过 Wy 


局 


avdy 


而 曲面 的 法 向 量 


N-(- 部 ,一 萝 人 


根据 第 二 地 曲面 积分 计算 公式 , 有 
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如 cosa ds — 中 各 aas 


J ea 


人 38 8 8B Br 
Dr Madly jj 名 Oy 8 BY 


比较 曙 线 积分 与 基 面 各 分 计算 结 埋 果 , 即 得 
Re Gy one CS 一 几 吕 weas 


这 


RN 


同 理 可 证 共 余 两 个 公式 ，、 所 以 斯 托 克 斯 公式 成 立 .1 

斯 托 克 斯 公式 揭示 了 临 面 积分 与 曲线 积分 之 间 的 联系 ， 
我 们 可 以 利用 这 个 联系 来 求 曲线 积分 。 

[ 例 辐 ”计算 曲线 积分 


[ydrtsdytods, 


工 为 汰 球面 巡 十 好 十 呈 一 本 与 平面 z 十 ?一 下 的 交 线 ， 方 向 由 
(BO DO) 出 发 ， 先 经 过 g>0， 了 
9 之 0 部 分 , 再 经 >0, Y<0 部 
分 回 到 出 发 点 (图 $754)， 
解 ， 记 平面 ※w 十 z 一 如 上 被 


工 所 围 的 部 分 为 8 8 的 方向 ~——y 
向 上 . 平 而 w+z 一 及 章法 向 量 
N=- 4, 0, 1), 9 
所 以 方向 余 攻 为 图 # 硬 
工 工 
n=- 0, JT) 


由 斯 托 克 斯 公式 得 
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注意 是 一 半 色 为 - 疗 的 加 ,所 以 


上 ydvt zdy+ wd vv 了 Sn 人 (全 ) 一 -2 ， 

在 第 六 节 讨 论 保守 场 判 别 法 时 ， 我 们 提 到 定理 5 的 叙述 
号 证 明 上 只 适用 于 平面 情形 , 而 对 空间 博 形 要 另 加 讨论 ， 有 了 
斯 托 克 斯 公式 后 , 我 们 可 以 问答 定理 名 的 空间 情形 . 

平面 情形 要 求 区 域 是 单 连通 ， 实 质 在 于 区 域 中 储 一 闭 曲 
线 所 图 的 区 域 都 在 原 区 域 之 内 , 证 明 用 的 就 是 这 个 性 质 ， 在 
空间 情形 , 我 们 要 求 区 域内 任 一 闭路 工 , 总 可 以 作 一 个 以 工 为 
边界 的 曲面 总 使 总 整个 位 于 原 区 域内 ， 上 只要 区 域 有 这 个 性 
质 就 可 应 用 斯 托 克 斯 公式 , 例如 两 个 同心 圆 球面 图 成 的 区 域 ， 
虽然 它 不 是 空间 单 连通 区 域 , 但 它 具 有 上 述 性 质 , 又 如 回环 区 
域 , 虽然 它 是 空间 单 连 通 区 域 , 但 它 不 长 备 上 述 性 质 . 

对 具备 上 述 性 质 的 区 域 上 , 呵 量 场 忆 是 保守 场 的 充分 必 
要 条 性 为 

rot F=0, 


事实 上 , 若 r0t 玉 =0, 由 斯 托 克 斯 公式 
| Fiar ||rot Fnas—0, 
工 


六 
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得 二 滑 区 域内 任 一 闭路 积分 为 零 , 所 以 由 定理 4 知 四 是 保守 


场 ， 


反之 , 阁下 是 保守 场 ,总 看 在 一 势 丽 数 4(z, 2 分 ,使 得 


gradu= 忆 ,而 


rot F=rot(grad w) =0. 


这 就 证 明了 定理 5 的 空间 情形 ， 


[es 


习题 八 


设 P=Gy 一 i 一 2)jT(2) 克 丰 


1) rotE; 
2) (rat Fy 
83) rot F)} xF, 


。 证 用 : rot F4G)=rotF+rot@. 
3. 求 


1) rot CFir); 

2) rot [CxFr)r], 
其 中 心 为 常 向 量 . 
求 : 

DD) rot (erad az 
2) diverot FY. 


- 证 朋 ; 


1) VFXO) TX) OF (YO): 
2) VFXO VOPFHG YP- (VF)G— (FV)G., 


， 计 算 下 列 岩 线 积 分 : 


ydshzay+e， 式 中 上 上 为 国 测 : 侣 + 护士 帮 一 2 与 42 
一 0, 若 从 0 轴 的 正 向 至 去 ,这 团 亲 是 依 逆 时 外 方向 进行 的 ; 
四 -Dat 一 区 并 十 名 一 护 轴 过 巾 荆 为 档 较 ， 攻 十 护 
一 0 与 之 二 这 一 1(4>0, %> 0 车 从 Os 轴 正 向 看 去 ,此 精 国 

是 依 逆 时 名 方向 进行 的 ; 
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加 下 工 明代: 
Rr 与 十 妨 二 277(0 F< 及， #4 六 ,被 贺 柱 开 十 
矿 =27# 截 下 曲 而 的 工人 出 与 工交 向 成 竹 厅 ; 

2 dy 二 一 yD) dr， 式 中 工 是 用 平面 
x+9 二 5 三 4 切 立 方 体 : 034 与 0<ys4 与 0<s<a 的 小 
画 所 得 的 切 疯 ， 从 O07 轴 的 正 向 置 走 ， 工 是 依 逆 时 针 方 向 进行 
的 - 


第 九 节 向量 的 外 积 与 外 微分 形式 


在 第 二 和 第 三 章 中 ， 我 们 已 分 别 学 习 了 二 维 与 三 维 空间 
中 各 种 类 型 的 积分 及 它们 之 间 的 相互 联系 ， 如 果 运 用 了 一 些 
近代 的 代数 和 几何 的 撤 您 ， 就 能 对 上 述 各 类 的 积分 用 统一 的 
观点 给 以 概括 为 些 ,我 们 在 这 一 节 中 将 介绍 有 关 向 旦 的 外 
积 和 外 微分 形式 这 两 个 概念 、 由 于 对 读者 来 说 这 两 个 数学 工 
具 是 前 面 未 接触 过 的 新 概念 ， 所 以 我 们 只 准备 把 它们 的 基本 
思想 以 及 怎样 利用 这 些 作 念 把 所 学 过 的 各 类 积分 (诸如 ; 格林 
公式 ,斯 托 克 斯 公式 .奥拓 公式 . 重 积分 的 变量 变换 公式 , …… 
等 等 ) 统 一 起 来 作 个 简要 的 介绍 , 而 不 过 分 注重 它们 在 馆 办 上 
的 严格 人 性， 但 是 , 通过 所 介绍 的 这 些 思想 , 对 大 家 能 用 统一 的 
观点 把 前 面 所 讲 的 各 种 积分 给 予 总 结 ， 从 面 更 好 地 理解 和 掌 
担 它 们 , 肯定 荐 很 有 好 处 的 , 


全 .1 引言 


在 解析 几 柯 中 我 们 知道 一 向 量 a, 就 表示 一 有 疝 线 毁 , 向 
量 基态 卫 、 下 也 可 以 说 是 有 向 线段 基 ， 任何 一 个 空间 向 战 @g 
总 可 以 通过 有 向 线 眉 基 表 示 出 来 ; 
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= mitt a tak, 
其 中 轴 、 qo、 qs 就 是 有 向 线段 在 两 两 正 交 且 和 钴 个 长度 为 1 的 
有 向 线段 基 守 了 下 上 的 授 影 、 有 了 这 个 表示 式 后 , 对 求 有 向 
线 妃 的 发 万 , 两 个 有 加 线段 间 的 夹 角 就 非常 方便 ， 如 有 向 线 
且 的 长 度 为 


|ei = 二 中 于 中 
那么 对 面积 ， 能 否 也 引入 割 向 面积 和 两 两 正 交 的 有 向 面 
积 基 前 概念 呢 ? 老 有 的 话 ， 这 对 处 理 夯 以 问题 会 送 来 很 大 方 
便 ， 下面 我 们 将 说 明 这 半 平 行 四 边 形 基 可 以 的 ， 如 给 定 有 向 
线段 4 如 那么 由 .6 所 决 定 的 有 向 举行 四 边 形 面积 就 用 
0x 如 来 农 示 ， 俩 两 正 交 的 有 向 面积 基 用 fxI、 JXE, Kxi 
米 表 示 。 因 为 


{2 Ci a 
Bbiit Da 二 ba 本 
由 向 量 积 规 则 , 我 们 知道 


i 7 Kk 
gxb=lao a qs 
5 bo ba 
Gs Qa i C3 CI dr Ca 天 
bs bs bs ba by bs 
Ca fal|, dy Bi 1 G2 , 
一 x 十 下 x#| ixj, 
bs hls CE 


这 说 就 把 空间 审 有 向 面积 ， 通 过 两 肉 让 交 的 有 向 面积 基 表 示 
出 来 了 ， 由 第 二 章 第 五 节 知 , 行列 式 

3 lg 
BD bs 
就 是 有 向 平行 四 边 形 ax 避 在 zy 平面 上 的 投影 ， 同 理 土 式 中 
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日 


第 一 、 第 一 个 行列 式 是 呈 x 吾 在 她 平 面 .so 平面 上 的 投影 , 有 

了 上 而 表示 式 ,要 求 有 向 闸 积 x5 的 大 小 ( 记 作 |ax5|) 或 
很 容易 , 因为 我 们 有 

te a es 人 | la es 

al- 和 

间 样 ， 对 平行 六 面体 我 们 亦 可 以 引入 有 向 体积 及 有 向 体 

积 基 的 概念 ， 设 给 定向 量 所、 省 、c, 我们 称 〈Gx 阅 ec 为 有 向 

体积 ， 称 三 x 力 为 有 向 体积 基 , 在 三 维 空间 只 有 一 个 有 向 
体积 革 , 设 . 训 同上 , c 为 

C=rttegi esk, 


|ar a as 
br ba ba 
Or Ce 6 


有 了 这 个 表示 式 , 体 程 1 (ax 可 ,cl 即 可 记 为 ， 


| 9 ds G3 
Db bs vsll. 


C1 ea 0 


上 面 记号 表示 对 行列 式 取 绝 对 值 . 


则 (gaxb'e— 全 X EE, 


| 人 Xe 


信 . 人 号 ”向 量 的 外 积 

当 把 上 面 这 些 讨 论 推广 到 高 维 室 冯 时 ， 有 向 线段 及 有 向 
线段 基 的 推广 非常 容易 , 面 要 把 有 疝 面 积 及 有 疝 面 积 基 , 和 有 
向 居 积 攻 有 向 体 积 基 椎 广 时 ， 原 来 的 向 量 积 运算 发 现 已 不 能 
适用 ， 需 要 引入 关于 向 量 的 新 的 运算 ， 这 就 是 向 蔚 外 积 的 运 
算 . 

我 们 以 妈 维 空间 为 例 吉 以 淮 广 。 称 内 个 疹 序 的 实数 组 
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《al，ae，6a，a4) 为 一 商量 , 记 作 
四 = (or dss ty, (4). 

所 有 这 种 可 能 的 实数 组 作成 的 集合 , 若 注 中 下面 两 条 性 质 。 

1) lar, Wa, We, C3) 一 《ai，aga，o，Gaaji 

2) {1 a, Qs Ga) + (CDs, ba, Va, ba) 

= {a1t by, ds+ bo, sbs, 4ba), 

其 中 «为 实数 , 则 称 这 个 实数 组 的 集合 为 四 维 空间 ， 

我 们 先 把 两 向 量 的 数量 积 运 算 推广 至 四 维 空 间 ， 这 时 原 
来 的 定义 已 不 适用 , 因 四 维 空间 中 向 量 的 “长 度 " 和 "西向 量 的 
夹 角 "的 概念 述 没 有 ， 宽 谈 不 上 用 它 米 定义 两 向 量 的 数量 积 ， 
所 以 我 们 用 下 面 武子 作为 四 维 空间 中 两 向 量 数量 积 的 定义 ， 
记 作 -6 具体 说 来 是 

ba 

上 式 右 端 意义 巧 明 确 的 , 它 表示 一 个 实数 , 所 以 两 向 量 的 数量 
积 为 一 实数 . 

皮 过 来 ， 我 们 吓 以 定义 四 维 空间 中 一 向 量 的 长 度 和 两 向 
基 的 来 和 朋 .证 向 量 灵 的 长 训 记 为 |e|, 两 向 量 邓 与 让 的 泡 角 
为 多 则 它们 的 定义 为 : 


sg ob 


lal* ,| 
其 中 lel -vray be. 


为 使 上 式 的 定义 有 意义 ， 必 和 须 首先 证 明 等 式 右 端 的 绝对 值 小 
乎 二 邯 要 证 明 不 等 式 


4， fy Nt avLa 
De Mt 
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成 立 ， 而 这 件 宁 稍 是 对 的 , 利用 一 元 商 数 的 极 俏 便 可 证 朋 , 我 
分 把 它 贸 给 读者 作为 练习 . 

若 @- 了 =0; 我 们 称 丙 向 是 怠 与 吉 正 交 ; 者 @, =1， 称 向 
量 实 为 单位 向 量 ， 因此 , 在 四 维 空间 号 同 撞 存在 一 组 (四 个 ) 
两 两 正 购 前 单位 基 ; 


Ba 一 (1 0, 0, 0)， 

ez 一 (0， 1, 0, 0)， 

es 一 (0, 0, 1, 0), 

@s™ (0, 0, 0, 1). 
， 1 = 
它们 满足 ee i 

有 了 剃 位 正 交 基 后 , 四 维 空间 中 任 一 向 量 

= (41, a, 3, 4) 

总 可 表示 成 这 组 基 的 线性 组 合 ; 
me atest Tes ta er, 
分 量 &z, @s, Gs, 64 也 称 为 向 量 区 分 别 在 esa, Es、 es 上 的 
投影 ， 这 样 就 把 有 向 线段 情形 推广 到 四 维 空间 来 了 . 
把 有 向 面积 情形 推广 到 四 维 空间 时 ， 要 注意 这 时 两 两 正 

奖 的 坐标 平面 共有 六 令 ， 即 由 @a 与 ea、ea 与 ea、el 与 e4、es 
与 色 、 Bs 与 64. ea 与 @4 所 决定 的 平面 . 所 以 四 维 空间 中 有 向 
面积 基 也 就 应 有 六 个 ， 这 不 象 在 三 维 空间 中 有 向 面积 基 的 个 
数 与 右 铅 线段 基 的 个 数 一 样 ， 从 而 我 们 可 以 惜 用 有 向 线段 基 
来 表示 有 癌 画 积 基 ， 面 现在 无 法 借用 有 向 线 段 基 表 示 有 向 面 
积 基 ， 有 只 能 把 有 向 面积 基 作 为 与 有 向 线段 基 独 立 并 存 的 东西 
提出 来 ， 为 此 , 我们 引入 向 量 外 积 的 运算 , 记 作 
anb, 
符号 "人 "表示 外 积 运算 . 两 向 量 的 外 积 运 算是 三 维 空间 中 向 
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基 积 运算 的 扒 广 ,但 向 量 积 运算 结果 仍 为 一 商量 ,两 岗 在 外 积 
运算 的 结果 , 是 一 个 新 的 量 , 表示 由 向 基 ,6 决定 的 有 章 面 

既然 外 积 运 算是 向 量 积 的 推广 ， 它 应 县 有 辐 量 积 的 运算 
规则 ; 

ataADb) =aa^\b(a 为 实数 ); 

9) 四 人 五 十 回信 e 一 好 人 《二 Ci 

3 aMb=—bAn, 
我 们 对 外 积 运 算 要 求 符 合 上 画 二 条 规则 ,是 合情合理 的 第 
三 条 规则 称 为 反 支 接 律 , 出 此 可 推 岂 

AAO. 

些 外 还 要 求 外 积 运算 符合 结合 律 - 

Yd 下 信人 和 一 (人 和 天 入 ee， 
这 条 规则 与 向 基 积 规律 不 同 ， 从 概念 上 来 说 已 不 是 两 个 有 疝 
线 绩 的 外 积 , 而 是 有 向 线段 与 有 向 面积 的 外 积 , 结果 表示 有 向 
体积 .根据 结合 律 ， mA 人 .BAc, 谣 有 了 唯 -的 意义 .这 样 ,我 们 
有 

aAmAc= (A Ac=0Ac=0, 

这 里 记号 0 既 可 以 看 成 面积 为 零 的 有 向 面积 ， 也 可 以 看 成 体 
积 为 零 的 有 向 体积 ， 上 式 说 明 问 量 处 积 式 中 , 车 有 两 个 商量 
相同 , 则 其 外 积 式 此 为 零 ， 

又 如 

bAaAc= BA Ac=— (aAB) Ac= anbae., 
这 式 说 明 一 个 向 量 的 外 积 式 ， 若 可 以 通过 另 一 个 向 量 的 外 积 
起 变换 奇数 次 向 基 的 位 置 而 得 到 的 话 ， 则 这 两 向 量 的 外 各 局 
必 相 差 一 管 号 , 

注意 ,我们 引入 的 外 积 返 算 , 对 三 维 空间 也 是 适用 的 . 先 
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米 看 看 三 维 空间 中 外 和 运算 情形 ， 设 给 定 
二 qt Te Laea, 
B= be bas hses, 
其 中 四 、ea、es 是 三 维 空间 的 正 交 基 ， 则 
qnb= Cae-tas est a es) A (hres 
利用 外 积 的 运算 规则 , 可 得 


GNb=abserN\ ert abarer te oarbdier te 


tbo eal bses), 


Taher C3 thea\ ert asbye tes 
= (abs— asbi)e Nest (radar mde es Cs 
十 《es 及 -四 ene 
09 


UD Psa 


| 
eNet Ba 信人: 
ez 1。 ps | es 


ca ci} 


ba Bi 
用 |sx6| 表示 由 向 量 @ 二 所 确定 的 而 积 ， 由 而 积 基 的 正 交 
ad cg [las aaF 


性 ,得 
lavol=y | 
bi bs D2 ba 


又 给 定向 量 C=cre1 十 cx8s 二 632s, 则 
{aAb) Ae= ( 


ea Ne1， 


aa ml 


bs bi 


a ol 
B: bo 


qa 3 


Bo bs 


€1i\.€2 1 


E3 人 es 
G3 Gd 
bs Bb 
M1 {a 
[al Ds 
Qa 

?| Ba 


十 


es 和信 o 和 (erei 十 czea 十 oo 人 3) 


-Cy 


GAGstol ea 六 es 人 如 


aa 
Be bs 


Ba i\ 1/\ Ey 
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( my Wo Ci da 
一 (ea eo 
Ib 5 bs ba 
Qs ed | 
tes en 人 eaAe 
2 6 到 | | 1 a 3 
GT fy Us 
= bh bo bs|etesi es, 
人 的 


我 们 称 e1 八 @3 信 es 为 有 向 体 积 基 ， 则 和 由 a、 玉 c 所 确定 的 体 
积 |aABAc| 为 


GT fa Og 
[lashbiel om) bs ba bl. 
0 Ca 


若 三 维 空间 中 笛 纵 定向 量 4&= 必 el 二 eaes 二 daes, 容易 看 


出 
(gM\bAe) 人 加 =-0. 
我 们 现在 再 来 看 上 四维 空间 中 的 外 积 运 算 ， 设 纵 定 向 量 
Gaeta ea de Gas 
B= bet best best bres, 
则 


4 


4 4 
可 人 着 一 (全 de 人 有 = 3 (ab;— hoe er 
=1 t=1 4 


求 和 记号 表示 3- 工时 ，j 取 2 到 二 的 值 ， 共 得 三 项 3~3 时， 
5 取 3 到 的 值 , 共 得 两 项 ;33 时 ,5 取 贝 得 一 项 ， 总 起 来 
求 和 号 共有 方 项 ， 山 商 积 基 的 正 变 性 , 向 量 .所 确定 的 面 
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积 | 入 有 为 

四 网 bp 9 | 
YD 

叉 给 定向 是 C=01@1 十 6182 十 C3@s 二 6424， 则 


(arb hc- (SB abndene) (Fan) 
4 


六 二 
lan\b 


Gi FW dp 
< 
= YY |b b | 和 信和 人 er 
DE 
| 6 


求 和 记号 表示 i 一 1，j 一 2 时， 到 3 到 4 的 值 ， 共 得 两 项 ; 
6] j 一 3 时 ,上 取 4 得 一 项 一 2,j 一 3 时 ,取得 一 项 ， 
求 和 号 兽 共 有 四 项 ， 由 体积 革 的 正 交 性 , 向 量 如. 所 确定 
的 体积 |aABAc| 为 


， 本 人 
Ieee Ty Tb 4 | 
hf=1 
Wit|e @% 
再 给 定向 量 d-di@1 二 ds6@r+dsest+des, 则 


(mAbAc) 人 三 


4 
B b; br le er | 入 ( a e,) 


Gr yk 


a aa ta 4| 


pb, 52 63 5 

| tleNesNeshes, 
01 G9 ec Ot 
di ds ds da 


所 以 由 如、C, 避 所 确定 的 四 维 休 积 为 
一 378 一 


A tg Ga a | 
db: bs ba Ds 

6 C0 6 | 
qd ds ds da | 


lasbAcAd,— 


由 上 可 见 , 向 量 的 外 积 运算 是 一 种 非常 简单 的 运算 , 利用 
这 种 运算 我 们 解决 了 任何 维 空间 中 求 面积 .体积 等 问题 . 


号 .3 外 微分 


有 了 向 最 的 外 积 概 念 后 ， 我 们 可 以 定义 区 域 上 前 志 阶 外 
入 分 形式 ,及 对 占 阶 和 外 微分 形式 求 站 柚 分 运算 .为 简单 起 见 ， 
我 们 上 只 讨论 三 维 空间 情形 . 

设 函 数 f(g, yy 区 ， 太 人 Wy 罗 信 =1，2, 3) 在 空间 区 域 
也 上 连续 , 定义 下 而 的 式 子 ， 

op 一 了 (zy 号 为， 

oi = f(r, yy 国人 十 六 (2 y, y+ fely, y, Dz, 

= fe, y, Ddz dy ifs, y, 2 A 

—falw, oy, 2 dz A dy, 

3 =f, y, DAL dy Md, 
分 别 尖 区域 玉 上 的 0 阶 、 工 阶 、2 阶 、3 险 的 外 微分 形式 所 
以 零 阶 外 微分 形式 就 是 盘 常 的 实 函 数 ; 一 阶 外 微分 形式 (不 一 
定 是 通常 微分 ) 是 fr 柔 以 w 轴 上 的 有 向 线段 微 元 , 加 上 fs 莱 
以 y 轴 上 有 有 向 线段 微 元 , 再 加 上 fs 乘 久 = 轴 上 的 有 向 线段 徽 
元 : 二 阶 外 微分 形式 是 飞 以 地平 画 上 的 有 向 面积 微 元 , 加 
上 请 乘 以 妃 平 贡 上 的 有 亲 而 积 微 元 , 再 加 上 fs 乘 以 zg 平 面 
上 的 有 向 面积 微 元 ， 三 阶 外 微分 形式 是 函数 了 乘 以 空间 有 疝 
伍 积 微 元 。 


如 果 好 数 了 zw, 9, 人， 9, 避 多 一 二 3, 3) 在 区 域 六 
上 有 连续 的 偏 导 数 ， 我 们 可 以 对 上 面 各 阶 外 微分 形式 求 估 微 
分 运算 ,其 定义 为 


(2 By: ef 
Qs ( dt yt) de 
(名 各 + 如 yt) Ndy 


(各 dwt 六 驶 ot), 


利用 外 积 的 运算 规律 得 
所 -( 短 - 欧 jwat( 禾 -各 Jana 


a 


do (a drt 


af pm 
部 dytt ER dr) Mo hdy 


Bs af Bfs 
+( 六 和 t- 六 w+ 名 下 ) 人 虽 人 由 


Bf fa 2 六 
十 ( 詹 dt dt )Ad Ad 
一 ( 多 drAdy Mg, 


dws— (9 drt dy+ 亲 bu 中 ) Ad 和布 信心 =0 


Ea 
可 见 ， 委 了 外 当 交 式 下角 轨 得 阶 外 微分 形式 ; 一 阶 
镍 微分 形式 求 外 微分 得 二 阶 外 微分 形式 ， 二 阶 外 微分 形式 求 
针 征 分 得 三 阶 外 微分 形式 ; 三 阶 外 微分 形式 求 外 微分 后 为 零 
有 了 外 微分 形式 和 外 微分 运算 ， 我 们 可 以 用 统一 观点 将 
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前 夯 学 过 前 积 分 加 以 总 结 

前 曾 我 们 学 过 的 积分 可 分 为 无 定向 积分 和 定向 积分 .如 
第 一 垄 上 曲线 积分 和 曲面 积 分 基 无 定向 积分 ， 二 重 积 分 和 三 重 
积分 车 不 与 其 区 域 边界 上 的 积分 相 联 系 时 ， 记 可 以 作为 无 定 
向 积分 处 理 ， 对 于 无 定向 积分 , 有 向 面积 微 元 4z 信 dy 有 考虑 
大 小 ,不 考虑 方 铅 ,所 以 

lar Ady| = dr dy, 

重 积分 也 可 记 作 


由 Fe weavey= [fr te, lass, 


了 一 人， 0 
| y=y(u, ©), 
把 区 域 A 一 一 对 应 地 变 到 区 域 D， 则 上 面 重 积分 中 dx, dy 
用 它 的 外 微分 代入 , 有 
fe, werdy— | fo, W dz oy 
-人 eee oD), yu, ©)) 


x|( 芭 dy 2 do) 人 (型 duit do) 


= fe, e), ye (将 VY 一 总) du 人 a| 


了 (8 2), ylu, 9) tu, 9) ! |adui\do| 


I 
oop 


= few, 办， yhu, 0)) | Ce, ©) [du dy, 
A 


这 就 是 重 积分 的 变换 公式 ， 同 样 ， 汪 重 积 分 的 变量 变换 若 用 
外 微分 记号 的 话 , 可 变 得 非常 简洁 .明了 ， 设 变换 

了 一 2 V, to), 

上 Y, 4), 


2=2(W, V, W), 


把 空间 区 域 器 一 一 对 应 地 变 为 区 域 玉 , 则 有 
川 re 2 DAdr dy dz 


Tt 


= 人 re y, 2) [dw i gy A 


= re 4, 00), YE ,th), su, PY, WY) 


加 ar Oz 
ee) 


二 
入 et ER av1 En ao) 


Ged Ea 0 
六 三 和 + 加 1 Ee | 
= ff Get ,0, yt, ©, ,sku vWD)) 


了 


x 


J eu, », w) [dudv dw, 
在 第 一 型 曲面 积分 计算 中 , 设 曲 面 移 参数 方程 为 
= OD), 
y—y(u, ©), 
= 2(t, YH), 
避 2) 在 区 域 入 上 变动 ， 则 出 


一 980 一 


QS= Vy Ade'™ [Ar 下 


By 2 (3 加 ap, DY 
-V (He) 3) (RE 号) Ta 5) Ah， 
所 以 


J s das= | Feet ,ye ©, xt ©)) 


{ Bo， 3 
Ver 


另外 一 种 积分 , 它 不 仅 考虑 区 域 的 大 小 , 还 考虑 区 域 的 方 
宇 , 称 为 有 定 徊 的 积分 .如 第 二 型 曲线 . 昌 面 积分 就 是 有 和 定名 
的 积分 。 几 讨 论 区 域 上 的 积分 与 其 边界 上 的 积分 联系 时 , 无 
论 区 域 上 的 积分 还 是 边界 上 的 积分 , 都 要 求 是 有 定向 的 积分 ， 
如 格林 公式 揭示 了 平面 区 域 卫 上 积分 与 其 边界 荆 上 的 第 二 
型 线 积分 之 间 的 联系 , 若 用 外 微分 形式 来 写 , 为 : 


jrartQoy=) a art Qay) 


-区 + 对 dy) Ade 


当 边 界 工 取道 时 氏 方 肩 对 ,由 图 3-55 看 出 , 面积 微 元 ds 人 dy 
的 方向 与 面积 基 $j 的 方向 一 致 ,所 以 
dr ay= dr dy, 
车 边界 荆 取 顺 时 对方 向 时 ,由 图 3-56 看 出 ,面积 微 元 dr 人 dy 
的 方向 与 面积 基 %A\5 的 方向 相反 ,所 以 
do Ndy— —drdy. 
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个 9 
[9 1 ol 有 
图 3 55 图 3 


车 用 表示 ( 卫 吧 十 @ 史 ), 则 格林 公式 可 写成 
| “jj 


同样 ,对 斯 托 克 斯 公式 用 外 微分 来 写 , 即 为 ， 


PartQdy+ Re 
-||acPartQayt Rds) 
-jj ds 党 由 站 ds) Am 

+ 组 ert 让 和 y+ 作 和 人 由 
人 
-有 名 轴 waer 名- 久 a 


+( 伍 - 攻 ) dr Mdy. 
当 边 界 工 方 访 确 定时 ， 疙 上 向 积 微 元 的 方向 也 随 之 而 定 (图 
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3-57), 根据 右手 定 则 , 曲面 总 的 法 向 量 取 法 也 随 之 而 定 ， 若 
用 中 表示 己 t2 十 入 dg 十 妨 de， 风 公式 可 记 为 


| “| dm. 
奥 氏 公式 用 外 微分 来 写 , 为 : 
人 ww Mla Adrt Rar dy 
El 


- 川 dPdy NdetQa A d+ Rdgshdy) 


-J + 疆 印 + ) dy 


(组 ot 误 wt 狼 二 ) NdeAd 


+( 龟 ds- 2B dy + 汝 四]jAanA 曙 


By 
- 几 ( 台 + 如 +) dhady hd 
T 


当 曲 面 中 取 外 法 线 方 向 对 , 由 图 3-58 看 出 , 曲 而 号 上 的 面积 


图 867 图 3 58 
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徽 元 方向 随 之 而 定 , 因此 本 积 微 元 的 方向 也 随 之 而 定 , 这 时 体 
积 微 元 的 方向 与 有 向 体积 基于 NA 了 和 天 的 方向 一 致 ,所 以 
dr Mdy Ads= dr dy da 
反之 ， 营 吕 取 内 法 线 方向 时 ， 体 积 微 元 的 方向 与 二 NA 了 人 无 方 
向 相反 ,所 以 
rN\dyA d= —drdyd. 
车 记 @ 为 卫 几 信 红 一 日 电信 dz 二 是 dw dy, 则 奥 氏 公式 可 记 为 


Ho- 


可 见 ,这 些 公式 的 形式 非常 一 致 ,我 们 可 以 把 它们 统一 成 
一 名 话 : 如 浪 外 微分 形式 m 在 户 维 区 域 上 的 积分 ， 等 于 上 十 1 
阶 外 微分 形式 dw 在 天 维 区 域 所 围 的 8 二 1 维 区 域 上 的 积分 ， 
最 后 关于 第 二 型 曲面 积分 
由 mnu+endz+Razndy。 


当 曲 面 出 参数 方程 
| 2 ， 
y=, v0), 
{ss © 
给 出 , (uw, 2) 在 区 域 和 上 变化 , 因 
四 Ad 人 du A do, 
Nd dw Ado, 
md-3 作 du Mdo, 
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fr Ad+Adpdrt RarAdy 


8 


一 ty, 功 DC 区 , p Os, YY 
-人 Je 


仿 上 的 面积 微 充 方 向 ， 决 定 了 神 应 Ww 和 平面 上 面积 微 元 的 方 
交 . 当 该 方向 与 ww 胖 面 上 面积 基 的 方向 一致 时 , 有 

du A dr — du dr 
否则 du A\ dy= — du dy 


第 三 章 小 结 

1. 第 一 型 积分 是 无 方向 积分 ， 第 二 型 积分 是 有 方向 积 
分 ， 所 以 要 求 昌 面 是 双 侧 曲面 ， 第 二 型 积分 给 出 了 三 种 表示 
法 . 

2. 数 景 场 中 有 等 位 面 与 梯度 两 个 概念 .向量 场 中 有 通 
量 . 散 度 、 环 量 、 环 量 面 密度 (方向 旋 重 ). 旋 度 等 概念 ， 散 度 为 
一 数量 ， 旋 度 为 一 向 量 ， 演 算 时 常用 哈密 尔 顿 算 符 Y， 和 拉 
普 拉 斯 算 符 A， 

3, 格林 公式 . 奥 氏 公式 、 斯 托 克 斯 公式 ,都 基 微 积分 基本 
公式 的 推广 ， 但 它们 又 可 看 成 更 一 般 的 斯 托 克 斯 公式 ; 


fo= [am 


én 卫 


的 特例 . 

44. 一 癌 量 场 具 有 势 落 数 和 线 积分 与 路 色 无 关 是 等 价 的 ， 
这 种 场 称 为 保守 断 或 有 势 扬 ， 折 保守 场 与 无 旋 场 等 价 ， 常 要 
对 区 域 加 以 限制 。， 如 平面 情形 要 求 区 域 是 单 连通 . 


第 一 章 


习题 一 1. 1) 区 域 ; 2 谓 区 左 ; 3 区 域 ; 多 区 城 ; 路 闭 区 域 ; 人 区 
天 ;7) 到 咸 ! 8) 非 区 域 或 两 个 区 域 组 成 的 集合 ， 

2. 不 是 区 域 ， 

4. DD 凸 域 ; 加 非 止 域 : 3 马 域 ; 多 非 卜 威 . 

习题 二 1. 1) 是 ; 久 是 ; 3) 是 ; 仿 是 ， 

3. D) VT Ds= el; 3) 一 24 护 则 全 信 一 因 ， 

3. 1)》 否 ; 2) 是， 

二 .了 (的 一 当 二 后 s=7—14 VY Cr>0), 

习题 三 1. 1)z>0, yD 2 r+y<0 DD Fest ke 
+ (k=0, 1 0); 5) ylrl, (OD. 

2，1) 关于 # 辅 对 称 ; 2) 关 十 2 轴 对 称 ; 3) 关于 原点 对称 4 关于 直线 
y= 对 称 . 

习题 四 了. 3) 顶点 在 人 0, 0, 1), 开 口 向 下 的 加 锥 ; 2) 开 辣 向 上 的 桶 四 
拆 物 商 ; 3) 单 睹 双 曲 面 ，4) 曲面 与 平面 +=y 交 线 为 = |z1， 曲 醒 与 
s 一 0>0 的 交 线 为 双 曲 线 地 一 到 

2，1) 图 形 为 绕 > 轴 旋 转 所 得 的 昌 面 ; 分 图 形 在 每 条 射线 y==% 上 为 一 
常数 . 
习题 五 1 D0; Dl; D0 D0, a O12, 

2. 了 D 沿 y= 攻 极 最 汰 1, 沿 轴 极 限 为 0, 帮 在 原点 极 根 不 存在 ;2) 没 * 


习题 六 1. 了 切 在 一 <z<+o 与 -oo<g< 二 co 上 和 连续 ;27 在 好 
一 包 < 二 co 上 连续 ; 3) 在 空 + 久 < 十 om 上 上 连续 ; 人 在 w>0 与 yO 上 


4 fe DD IE 四. 


— 386—- 


~ 


习 十 七 3， 根据 闵 域 也 上 连续 耳 数 4 一 Mir 一 0 十 Gy 一 60)” 有 最 人 
值 与 最 小 值 ,所 以 在 也 存在 最 远 点 与 最 过 点 . 
习题 八 1 1) 2! 8ry?, -dBry 2) 二 的 一 了 一 


2 , 
3) -9 芭 二 D(z 一 六 Ycoste 十 明 ， 芭 二 Xos{x 


ja 2 。 g 
十 肋 ; 辐 2 二 一 es ， or ,= 
上 2 /1 1 一 3 ， sm 工 -1 
本 See: vi 了 了》 2 一 IT 如 一 sr 8) 太一 TF 为 一 Tr 
| 1 PLT?) 四 
0 a= 直人 二 一 ry 10) = 一 一 一 二 一 


Lo WW es 1) w= Wa) 
= (mlnr): 12) rs =y lea, tReet, Wry em 


: ， 如 ， ， 
3, 1) Ee = ~ 20, =1, st0, 1) =0, 


人 =0, sly O00; 2 om, 和 = 一生 区 (0 D =l, 40, WD) = 
0, 1) =1, 


3, fuls, WD= ye te, 

站 0, + 一 0 

Ea 23.0 

pe DE 

0, Es 
ny 1 yy 一 中 Ing Zz~y .1 


ET Ty em TD sty 
5. sx) x 

6. t+) -wx (十 

习题 九 1. 浴 级 的 尺寸 V27 ,YT 者 YE 

2 平行 六 两 体 的 尺寸 o 人. 


2v 2 


3. 平行 六 向 体 的 尺寸 : 一 5 


一 387 一 


三 角形 面 各 最大 ,最 大 面积 为 2 7 


， 下 为 边 形 秆 有 最 天 百 积 如 nin 至， 


. T=8em, r=60°, 


wo D 允 人 


习题 十 1. D2ctdy-2-5=0, 区 3z 十 3 七 z 一 4 一 0. 
2. sgty 一 十， 
5, a mem™ 1 yn dr 4 ne™ yr dy; Bu- 让 氏 一 各 ; du= 
bd | By2 


war tydy ,ay en 一 
;bau er (ydnt dy); 可 好 一 一 人 


Vor 


I 
XxX 中 十 EE 
1 2 1 
6, f= a Er To 
f= Ei 1 


Fi 一 St 
习 是 十- 1，4V v10.2 米 *. 


2. 7. 攻 米 ， 

3. 34. 手 公斤 ， 

4. 1)108.972, 2)2.,95, 30.502; D0.97. 

习题 十 二 di 

习题 十 二 1. 4) ee yi 2) Wi 2etsint. 

3. 了 也 =2 人 一 加 十 3 W= dtr—y+3)) w=6—Dt+); WD 
tw 2923 Ly 裕一 Ee . 
CE 
9 号 二 2 my ry rar 多 Ct 败 


[CT mot Cito 
y 


rl zi/gl 1 TV/rNE x 3 
a 
: 


习题 十 三 


1 《2 一 3429 sin 芭 一 283 eos 【名 一) sin Eary QO08 世 
1. D4= ‘= - 工 ， 
a pr KO ’ 
2) 4 2 + 2 — By 


I+ (Be ty 2 到 Ti 

3) = em mint Cr ty) sin (r+) +r cos ln (z+y) 1], 

HTD er mm Lag sin ths +y cos lh (et; 
4) 2 ~— —12rt6y, 25=8%— 
2. Du=afl, Ww=bfy Du ts Wt Dut 
的 专用 十 275 必用 = 二 所 多 = 一 各 月 + 地 fi 区 一 一 
Dw a, ut as Ou, 
= = 2. 
4 zz ,了 为 任 一 可 微 画 数 . 
Bu 人 ?一 加 ,了 了 淄 任 一 二 元 可 微 商 数 . 
6. f(r, 办 = 鱼 Tt) TC 其 Co Cs 为 任意 常数 . 


T, Fw, 及 = ,人 ,其 | Cn 0 为 任 伍 常数. 


— A 2 D0 1l 
习题 十 加 1 区 5 人 tr, 29 
2 Dz, 1 GEA 1 
~ du, 中 Or 殷 CH 
Hr, 
3, 5 0 
4. 2 
~ Br, 0, 2 
Blr, y, 2 
5, 有 一 2 Si 
Fp, OP 站 1 
习题 十 五 二 必 2 一 下 
+ J a Zlnz ye 
TE yr 生生 一 了 的 一 my ly’ ? 
Yt 


一 五 一 他 


Tt2rp 一 
FT 


Ba ry BM BH Ce 
Br EE Hr oy rt’ Ed 


wv - 
a7 :可 
__ cos Poosf 
ésILp 


8. 
09. w= 4 ty un, 好 二 4 FT 
2 
习题 十 六 1. 3+2y~z 一 3 二 全 2 一 -2 Dr-y 
+422-0, s—l1=—y—1)=a—S DL+y—2=0, 2 二 
< 一 开 
加 


32， zx 十 条 十 bz 二 土 电 ， 
2 
过 (xo, ,40) 的 切 平面 为 一 一 让 + tI VS, 
4. 因 曲 面 法 向 垦 N 一 CeF', ceF%， 一 qaJy -bEs) 与 固定 向 最 (3, b, 5) 
正 交 . 


5， 切 平 画 为 斌 二 -四 玫 ,了 加 一 [本 rt 二 ] 
加 一 


0 一 中 《20 一 入 


一 3 一 


X 2 一 B = 
6 在 《my go 和 0) 点 法 向 量 为 和 N= (一 2 oo 一 8 加 6 一 2D'z0) 


得 四 让 V3, 
7 人 为 be 


SD 


.nos Pugin tot 
b ce 


9. 1) 二 cos oo cos Bo 十 Sin gn = 1; 2) nrsinte— 
a OS tad- U0 4 = Hp vn, 

习题 十 七 1. 了 急 线 : 全 一 四， 法 平 丽 aw 一 6 一 二 (一 
;区 切线 ;ze= 2 +2 一 全 法 平面 + 一 # 一 0。 


1 1 1 
8. M1, 1, ~1), as( -可 也， - 喜 ) 


3. 一 usint, aco0t, Py, 
4. T= (ae!(008t —sind), ae’ (Bint+ ?08t), ae!}, 
0 
5 有 
6, y=+r. 
TS 
8B, VAIVYVE, VENV Y=VE, VE， ( 合 


起 来 为 第 一 尊 限 中 抛物 线 》 
习题 十 八 i 1 2 一 430 一 8B, = 一 TB, Aw=l2y 82 2 


， 1 2 2 

0 区 
2 . ， 

a 4 t=2cos{r+D) ~ THN 9 


sein(et, sr tD); 5 yr 5 一 一 


EY: Oe ,ee 
Wy TD yer Tn Cy), tyre — 1) CY, wn — rT 
Es wD nv), v= CD Ta ey) J 

3 Ole 


i a i 外 
2. 了 匡 BT Sa3ooa(03 二 生 ) 一 132zsingz3 十 的 )， By 


= ~ Bye0st 
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， 3 Das Ea 
Hy si 3 0. i 
+y 本 12ysin(z? fy); Ey By 0 3) i {—D) 
qr ys | 
avr By Bar th Ye, 
4 Bu 3 二 22 一 213 By Be rytlay or 
‘Br TBT Wy’ By [Oot a 
6. El ., Er) 和 各 =|- 二 
~ 8 -=(- da 二” Baty ml ”| 


Cab)? ] eb 
十 i 
BastiV ort “ 


= CT ct +, cp (mot) to (rt et), 


习题 十 九 1. DD wea 1 w= bf wy=b fh 2) os 一 下 十 中 
to, Wry fa Wy fi Ft fe; 3) eet ys Ff, 
wt Dds ff, wy—f et fs tps Wei 
tf de fe we fy ty w= ft de flo + da? fs, 
t= as et ey, ws fl 2 + a) fla des Fes, 7 


o rl 2 
+ 2 ft dys fa 8) w= i yo fi 二 fst 小 fn 
2 2 
+ 各 所 的- 肌 + 开启 的 =- 备 职 + 让 名 -走访 
w 二 om 0 af 
We ET fs ei Fair fl 0 ro 


t=3 7 +, a 3 ee tds, 0, =f" 
2 Eat Saye tay fet 2 如 -pmi-ammoraep 


一 2 
Bu . Bu _ , Bu = 
8. 三 一 用 -oosa 十 有 -sind tosn, -5 fi1 cos a 
Su 
Bi 
4 [ oe 上 at) Raleaer oe™™) after 十 coco ] 
a 他 +3 一 
x + Ge elc ™ | Cy 
全 了 到 | 


十 38in acosa fr fssin?a, 1Ein2ex 一 2 Sin a cosa ffg COB te. 
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EEA Ee 了 二 一 2r (+ 二 3) 
TU 一 “ JE 一 2 
rp2s3 (3 -yt ss — Ba) 


1, = 


站 


一 Wy — es 
3402 pi 
2 wt wr 一 站 二 
ar EE ey Bt? 和 一 Tm {uu— bb)” 
RR 
Vay BO sy 四 
3 十 扩 (十 部 2 
3 了 人 = 全 一 [€9 多 各 2 inw 一 到 tt ， 
站 十 + Pre {Tt EF 
IT SG 办 2 a 
a Be?) a 2 Wt 
可 tr 一 而 
5 Bm sin Hu os2 Fw sn 
By WB 人 
6 -1 Oe 299” ppt) 
"Em tp YY Cp Cp TR 
3 各 p pp + 
a Cp toh) Ara Cpt rp tp" 
Pt fi 
7 1) ar Tf » 
"21+ I ft tT 
CF) 
二 二 Fr + OD OF 二 由 和 
《一 


加 六 一 [7 (及 一 脂 2 下 区 其 一 及 《用 一 向 十 臣 (天 一 区 93 
TE OE A 
坟 =[ 半 一 用 ?一 2 六 一 了 (一 哲 一 278( 玉 一 站 1 一夫 
二 凡 (一 一 2 了 (六 一 用 他 一 失 革 关 (六 一 用 /8 一 5 
[~ 
FA FA 
习题 = 十 一 上 ， 十 Co 其 中 Gu 为 任意 常数 ， 


NF i 十 如 
一 393 一 


2 + g(r 一 从 ,了 9 为 任意 可 微 区 数 . 

了 92 十 坟 ， 记 9 为 性 意 可 航 昼 数 . 
op OW OH a Ex 

BY BR Br “By? 

3, fart+3ne todnrtlnD, f,9 


6, = ALD oC], 7 一 Vi 二 时 十 区 f， 为 任意 可 扳 肖 


数 . 
习题 二 十 二 了 fl DB 2 2) ~ yt 
8) 人 内 +e(p9 习 了 er 护 =1 寺 人 -的 
To0pD); HDI, MW -zy oP). 
3. fC DI D-DD D+ yD +retp). 
4. z=l1+2e—D— yl -8 ir Dey) 3 ty 1)? 
0{p), 
习题 = 三 1 名 -~ 

二 十 三 1. 二 


a 2 
a 5 
o Ou ,og 
3 可 —¢osa+sing, 1) 由 一 T; a2) a EE 
Bu _ 3 py 
3 付 -让 VT 


6. gradu= (37—3yz, 3 


Bi 
7. oosg- -号 ， 
习题 二 十 四 工 


十 区 


+ 王 =0, 十 1， 二 2，-…)》 当 色 为 偶数 时 ，3 要 大 一 + 广 . 当天 为 帝 


洲 时 ， 8 下 一 工 


一 394—: 


一 
及 se re rer 
3 ey -人 ” - 志 ve 


， 姑 物 线 上 的 点 为 G， 多 ,直线 上 的 点 为 (了 一 小 


3 
3. 1=T="" ,=n 周 , zh = CT", 
4 
5 


6， 正 所 角形 时 章 各 最 小 共 人 入 为 3V 了 ere 为 轩 半 生 ). 
7. 点 的 中 心 时 最 小 ,9 一 于 二 守 -和 ，y~ 职 十 史 寺 拘 ， 
-Dh 
/ 
0 za 一 人 天生 -十 全 ， 当 or 一 be 0 a>0 时 有 极 六 与 


小 当 ae 一 B20,，a<D,，c<0 时 无 极 值 ， 当 qr 一 如 -0 时 有 一 极 小 值 ; 
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